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【编者 按 】 和 孙 译 瀛 先生 (1911-1981) 是 本 刊 的 创始 人 . 为 了 纪念 他 的 101 年 诞辰 , 刊登 华东 师范 大 


学 数学 系 两 位 老师 的 回忆 文章 , 以 示 纪 念 ， 


怀念 孙 


泽 涯 先生 


. ~ 写 在 孙 泽 瀛 先生 百年 诞 展 之 际 


200062 


半 个 多 世纪 过 去 了 , 隙 先生 离开 我 们 也 
有 30 年 了 , 故人 似乎 渐 行 渐 远 ， 但 是 我 们 觉 
得 孙 先 生 的 影响 至 今 仍 然 存 在 着 . 作为 他 在 华 
东 师 范 大 学 时 期 的 学 生 , 回忆 点 滴 , 以 纪念 他 
的 100 周年 诞辰 . 

孙 先 生 的 经 历 很 不 一 般 . 他 1932 年 毕业 
于 浙江 大 学 数学 系 , 曾 去 日 本 跟随 著名 几何 学 
家 洗 田 趾 彦 攻读 博士 学 位 ,后 因 抗 日 战争 爆 
发 回国 , 曾 任 重庆 大 学 教授 , 以 后 转 去 美国 求 
学 . 他 1949 年 获 美 国 印 第 安 纳 大 学 哲学 博士 学 
位 后 , 迅即 回国 , 受聘 为 上 海 交 通 大 学 数学 系 

1951 年 华东 师范 大 学 筹建 之 际 , 就 专 请 
孙 洋 流 先 生 菲 任 华 东 师范 大 学 数学 系 系 主任 . 
1952 年 全 国 高 校 院 系 调整 , 孙 泽 党 先生 正式 调 
入 华东 师范 大 学 . 他 担任 数学 系 系 主任 一 职 ， 
直至 1958 年 调任 江西 大 学 数学 系 系 主任 为 止 ， 
前 后 历时 六 年 多 . 我 们 在 此 期 间 , 有 竺 和 孙 先 
生 近 距离 地 接触 , 聆听 他 的 见解 , 得 益 良 多 . 

记得 在 一 次 新 生 入 学 的 开学 典礼 上 , 孙 先 
生 谅 语 教 导 学 生 , 数学 系 的 学 习 应 该 是 : 往 上 
要 理解 数学 的 高 深 学 问 , 往 下 则 要 掌握 扎实 
的 数学 基础 . 对 于 一 名 数学 教师 来 说 , 也 就 是 
要 “上 通 数 学 , 下 达 课 堂 *”, 这 正 是 今天 的 数学 
教育 所 提倡 的 一 项 基本 原则 . 

我 们 有 学 亲 聆 孙 泽 汕 先 生 的 教诲 , 三 年 级 
时 他 教 我 们 “近世 几何 学 ”, 他 的 讲课 表述 清 
晰 、 话 言 简 洁 、 条 理 清 楚 , 尤其 是 他 的 板书 ， 
一 节 课 结束 ,黑板 上 留 下 的 恰 是 一 份 体 系 严 
训 的 内 容 概 述 ， 整 节 课 的 头绪 一 目 了 然 . 在 他 


华东 师范 大 学 数学 系 ” 唐 瑞 芬 


陈 信 洲 


的 课堂 上 , 我 们 知道 了 Klein 的 Erlangen 纲领 
初次 接触 了 变换 群 与 几何 学 、 不 变性 质 与 不 变 
量 , 为 我 们 进一步 学 习 、 钻 研 几 何 学 打下 了 坚 

在 补 泣 泪 先生 的 领导 下 , 五 十 年 代 的 华东 
师 大 数学 系 成 了 几何 的 兴盛 时 代 . 从 开设 的 课 
程 看 , 一 年 级 解析 几何 , 二 年 级 初等 几何 , 三 年 
级 近世 几何 , 四 年 级 几何 基础 ; 这 连续 四 年 一 
贯 的 几何 学 习 , 为 未 来 的 数学 教师 打下 了 扎实 
的 多 和 辑 基 础 , 培养 了 宽广 的 空间 想象 能 力 . 华 
东 师 大 数学 系 的 几何 学 教学 成 果 , 也 辐射 到 全 
国 . 按照 1950 年 的 全 国 高 师 院 校 数 学 系 不 成 文 
的 课程 建设 分 工 , 北京 师 大 负责 代数 ( 张 禾 珊 
先生 领衔 ) 和 初等 数学 研究 ( 傅 种 孙 先 生 领 衔 )， 
华东 师 大 则 负责 分 析 ( 程 其 琶 先 生 、 李 锐 夫 先 
生 领 衔 ) 和 几何 ( 孙 详 涉 先 生 领 衔 )， 因 此 , 了 补 先 
生 编 写 了 《解析 几何 学 》 与 《近世 几何 学 》 两 
本 教材 , 由 高 等 教育 出 版 社 出 版 , 在 当时 的 师 
范 院 校 中 具有 广泛 的 影响 . 1956 年 又 在 华东 师 
范 大 学 较 早 开设 了 培养 高 校 师资 的 几何 研究 生 
班 ， 孙 先生 讲授 “射影 几何 与 射影 测度 ”课程 ， 
并 采用 英文 原版 作为 教材 , 为 全 国 各 地 的 高 校 
输送 了 许多 人 才 . 

孙 洋 涯 先生 为 人 热情 、 豪 痰 , 心 直 口 
快 , 当年 有 人 形象 地 描述 数学 系 的 正 、 副 系 
主任 说 : 孙 汉 沾 先 生 是 “ 方 ? 的 , 钱 端 壮 先 生 
是 “ 圆 ” 的 , 彼此 互补 . 孙 先 生 尽 心 培 养 年 轻 的 
后 埋 , 让 刚 毕 业 不 久 的 青年 教师 参与 “近世 几 
何 学 ”讲义 的 编写 . 无 论 是 教材 内 容 还 是 有 关 
习题 , 都 毫 无 保留 地 倾 玫 提供 . 
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孙 先 生 待 人 真诚 、 友 好 , 在 他 任 系 主任 期 
闻 , 数学 系 教 职工 总 会 抽空 聚餐 或 是 共同 出 游 ， 
同事 之 间 坦 诚 相 见 、 和 了 肤 共 处 ， 回 顾 这 些 年 ， 
我 们 数学 系 的 小 环境 一 直 保 持 着 健康 、 和 谐 的 
氛围 , 师 生 、 同 事 之 闻 一 直 维 系 着 团结 、 友 爱 
的 传统 , 饮水 思源 , 乃 是 早年 种 泽 流 先生 所 播 
下 的 种 子 . 

孙 先 生 在 华东 师 大 的 6 年 中 ,经历 了 
1956 年 “ 问 科 学 进军 ”的 洗礼 , 也 受到 了 “ 反 右 
斗争 * 的 冲击 . 在 1958 年 的 大 跃进 中 , 他 始终 
坚信 自己 对 建设 一 流 师 范 大 学 的 信念 : 既 要 抓 
好 数学 前 沿 的 科学 研究 , 又 要 注意 发 展 数学 教 
育 方向 的 建设 . 因此 , 他 大 声 地 宣称 :“ 师 范 大 
学 的 科学 研究 要 向 综合 性 大 学 看 齐 ”. 现在 看 
来 , 这 是 理所当然 的 事情 . 学 术 天 平 上 没有 师 
范 与 非 师范 之 分 . 但 是 在 五 十 年 代 , 许多 人 强 
调 “ 师 范 性 ”， 主张 一 切 为 中 小 学 服务 , 师范 大 
学 要 办 到 农村 去 , 到 车 间 去 , 尤其 反对 进行 “ 脱 
离 实际 ” 的 纯粹 数学 研究 . 一 时 间 , 甚至 将 “向 
综合 性 大 学 科学 水 平 看 齐 * 的 观点 , 提 到 了 学 
校 “ 方 向 路 线 ” 之 争 的 高 度 . 孙 先 生 自然 受到 了 
很 大 的 压力 . 可 是 他 一 直 坚 持 着 , 直到 他 奉 调 
去 江西 大 学 (一 所 综合 性 大 学 ) 任教 为 目 . 

实际 上 , 孙 先 生 在 提倡 高 水 平 科 研 的 同时 ， 
也 非常 重视 普及 性 的 、 为 中 小 学 教师 服务 的 工 
作 . 可 以 说 , 孙 先 生 切 切实 实地 抓 了 师范 大 学 
的 “师范 性 ”， 他 不 仅 是 只 头 提倡 , 而 且 身 体力 

行 : 以 下 的 两 件 事情 给 我 们 留 下 了 深刻 的 记忆 . 
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一 件 是 1953 年 出 版 的 科普 读物 《数学 方 
法 趣 引 》, 由 孙 先 生 主 编 ， 书 中 介绍 的 柯 克 
曼 女 生 问 题 , 引起 了 东北 师范 大 学 物理 系 学 
生 陆 家 义 (后 来 是 包头 市 九 中 物理 教师 , 1935- 
1983) 的 注意 .1961 年 陆 家 猜 完成 《 柯 克 曼 
四 元 组 系列 》 论 文 , 后 专攻 “斯 坦 纳 系 列 ”， 创 
造 出 独特 的 引入 素数 因子 的 递 推 构造 方法 ， 
完成 总 题目 为 《不 相交 的 斯 坦 纳 三 元 系 大 
集 》 等 七 篇 论文 , 解决 了 国际 上 组 合 设 计 理 
论 研 究 中 多 年 未 解决 的 难题 . 不 幸 的 是 陆 家 闹 
于 1983 年 10 月 31 日 在 包头 病故 . 1987 年 , 国 
家 追 授 他 获得 国家 自然 科学 一 等 奖 . 孙 人 先生 和 
陆 家 改 虽然 未 曾 谋面 , 这 件 事 却 成 为 当代 中 国 
数学 史上 的 一 段 佳话 . 

男 一 项 影响 深远 的 面向 中 学 的 大 事 , 就 是 
《数学 教学 》 杂 志 的 创办 . 1955 年 , 正当 国家 
号 各 “向 科学 进军 ”的 时 刻 , 他 一 面 倡导 科研 论 
文 的 发 表 , 一 面 倡议 和 主持 《数学 教学 》 的 创 
办 , 他 认为 这 是 师范 大 学 应 当 为 中 小 学 老师 做 
的 一 件 实 事 ! 半 个 多 世纪 过 去 了 , 这 份 杂志 的 
编辑 出 版 方针 , 依然 维持 着 当年 的 宗旨 : 立足 
上 海 , 面向 全 国 , 服务 读者 , 没有 被 功利 性 的 应 
试 教育 浪潮 所 吞没 . 

先辈 已 远 去 , 但 亲切 的 教诲 依然 历历 在 
目 、 声 声 入 耳 , 在 脑海 深 处 留 下 了 永远 的 铭 
记 . 在 孙 先 生 100 周年 诞辰 之 际 , 愿 借 《 数 学 教 
学 》 一 角 , 发 表 以 上 的 文字 , 以 作 纪 念 ， 


ro 


立 (等 号 成 立 当 且 仅 当 b = 2). 
同样 的 方法 可 以 证 明 如 下 nn 次 容 不 等 
式 : 已 知 a > 1, n 之 2, n EN 证 明 : an 一 


1 1 
ny > n(a 一 ~-). 
人 亿 

小 结 : 数列 类 的 不 等 式 , 如 果 不 含 m 次 赛 ， 
一 般 可 以 将 数列 类 的 不 等 式 转 化 成 可 以 运算 
的 式 子 , 通常 构造 式 子 的 标准 就 是 最 终 可 以 
将 式 子 化 简 ; 如 果 证 明 的 式 子 含有 次 需 , 一 
般 不 需要 构造 外 部 式 子 , 只 需要 利用 自身 的 特 
点 (常常 首尾 相互 配对 ), 逐个 考察 风 个 因 式 , 问 
题 就 能 快捷 解决 . 
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1. 问题 的 提出 

三 角 孙 数 是 中 学 数学 教学 的 重要 内 容 之 
一 , 它 是 学 生 进一步 学 习 解 析 几 何 、 疝 量 、 复 
数 等 内 容 的 基础 , 也 是 工程 测量 、 电 磁 学 等 领 
域 必 不 可 少 的 知识 工具 . 

学 习 三 角 函 数 的 所 需 基 础 主要 是 几何 中 
的 相似 形 和 单位 圆 , 主要 用 代数 方法 来 研究 
它 . 因此 , 三 角 畏 数 的 学 习 , 能 使 学 生 更 好 地 
将 代数 与 几何 联系 起 来 , 促进 学 生 数 形 结 合 
思想 的 形成 , 对 学 生 数 学 应 用 意识 的 搭 养 也 有 
着 不 可 替代 的 作用 . 笔者 选取 了 由 美国 Holt， 
Rinehart and Winston 公司 出 版 的 Algebra 教 
材 与 上 海 教育 出 版 社 出 版 的 《高 级 中 学 课本 数 
学 (试用 本 )》( 以 下 简称 “上 教 版 教材 ”), 就 两 
本 教材 中 三 角 函 数 部 分 的 知识 结构 、 知 识 的 呈 
现 过 程 与 方式 、 数 学 文化 的 传承 、 数 学 与 现 
代 信 息 技 术 的 整合 、 人 例题 与 习题 等 方面 逐一 
进行 比较 . 选取 这 两 套 教 材 进行 比较 的 原因 如 
下 : 两 夺 教 材 均 具有 一 定 的 地 域 代表 性 . 虽然 
美国 至 今 还 没有 统一 的 国家 数学 课程 标准 , 不 
同 的 州 制 定 各 自 的 指导 准则 , 但 Algebra 教材 
却 凭借 着 其 广泛 的 适用 性 以 及 实用 性 被 纽约 、 
奥兰多 等 经 济 发 达 地 区 选 作 高 中 数学 教材 ， 上 
教 版 教材 也 是 在 上 海 这 个 中 国 的 经 济 中 心 被 
使 用 . 两 套 教 材 均 能 反映 各 目 国 家 课 改 的 最 前 
潮 . Algebra 教材 几经 修订 , 其 2007 年 的 最 新 
版 本 较 能 体现 NCTM (全 美 数学 教师 协会 ) 在 
《Principles and Standards for School Math- 
ematics》(《 学 校 数学 的 原则 和 标准 》) 中 所 倡 
导 的 数学 教育 理念 与 教育 思想 . 上 教 版 二 期 课 
改 教 材 的 编写 , 依据 的 是 《上 海 市 中 小 学 数学 
课程 标准 (试行 稿 )》, 该 教材 是 2006 年 开始 在 
上 海 全 面 使 用 的 , 之 后 又 进行 了 一 些 修订 , 这 
也 是 我 国 高 中 数学 教科 书 编写 的 一 次 有 益 尝 
试 . 可 以 说 , 这 两 套 教 材 都 是 中 美 两 国 数学 教 
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育 界 在 新 课程 背景 下 的 产物 , 并 且 都 有 一 定 的 
地 域 代表 性 , 这 就 决定 了 它们 的 可 比 性 较 高 . 

2. 教材 的 具体 比较 

2.1 知识 结构 

上 教 版 教材 的 “三 角 函 数 ” 内容 集 中 在 教 
材 的 第 五 章 ( 三 角 比 ) 以 及 第 六 莹 (三 角 函 数 )， 
而 Algebra 教材 的 “三 角 孙 数 ” 内 容 主 要 分 布 
在 第 四 章 (The Trigonometric Functions) 和 第 
五 章 (Analytic Trigonometry)， 虽 然 相 关 章 节 
在 名 称 的 表达 上 咯 有 差异 , 个 过 道 过 对 比 仍 可 
发 现 , 共同 或 比较 接近 的 内 容 包 括 : 距 度 制 和 
弧 长 的 测量 ; 三 角 函 数 的 定义 ; 三 角 兄 数 的 性 
质 和 图 像 ; 三 角 恒 等 变换 (包括 诱导 公式 ); 三 
角 函 数 的 模型 及 其 简单 应 用 ; 基本 三 角 恒 等 式 ; 
二 倍 角 及 半角 的 余 性 、 正 弦 和 正切 ; 友 三 角 函 


数 ; 解 三 角 方程 . 


上 上 教 版 教材 对 三 角 函 数 的 图 像 和 性 质 做 
了 重点 介绍 , 而 美国 Algebra 教材 在 这 方面 就 
稍 显 进 色 , 然而 它 以 大 提琴 家 、 钢 琴师 演 炊 的 
音乐 等 实际 例子 引出 了 三 角 函 数 的 人 准 加 ， 这 
反映 了 两 国教 材 的 编写 者 对 本 国学 生 知 识 、 
技能 、 能 力 要 求 的 侧重 点 不 同 我 国教 材 强 
调 知 识 的 学 术 形 态 , 力图 帮助 学 生 打 下 坚实 的 
学 科 基 础 ; 美国 教材 注重 知识 的 实际 应 用 , 重 
视 帮助 学 生 构 建 宽广 的 学 科 视 野 . 对 于 三 角 函 
数 的 周期 和 性、 单调 性 、 奇 偶 性 、 有 界 性 等 性 
质 , Algebra 教材 往往 是 一 笔 带 过 , 甚至 一 些 三 
角 恒 等 式 仅 以 练习 题 的 形式 出 现 , 对 这 些 性 质 
的 专项 训练 题 几 乎 没有 ; 上 教 版 教材 对 这 些 知 
识 的 要 求 比较 高 , 除了 课本 中 对 这 些 性 质 所 作 
的 系统 介绍 外 , 课 后 练习 以 及 与 教材 配套 的 练 
习 册 上 还 有 不 少 针 对 这 些 知 识 点 的 习题 . 这 主 
要 是 由 于 我 国 现行 的 评价 体制 , 学 生 为 了 在 游 
试 中 取得 好 成 线 , 必须 进行 大 最 习题 的 训练 ; 
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而 美国 的 学 生 和 教师 就 不 必 考 虑 这 些 , 处 于 相 
对 “ 恰 快 的 学 习 ” 之 中 . 

上 教 版 教材 除了 仅 有 的 两 个 探究 和 实践 
环节 外 , 很 少 跳出 纯 数学 的 范畴 去 讨论 三 


函数 与 其 他 学 科 以 及 生活 实际 的 联系 ; 相 比 之 


下 , Algebra 教材 则 比较 注重 三 角 沙 数 知识 与 
物理 、 化 学 、 和 生物、 经济、 交通、 环境、 医学 
等 学 科 的 联系 , 通过 月 亮 阅 缺 变化 的 周期 性 、 
钟表 的 时 针 与 分 针 的 转动 、 交 流 电 的 电流 变 
化 、 海 水 的 潮汐 现象 、 人 的 情绪 与 体力 变化 规 
律 、 夏 天 居民 用 电 情 况 、 包 含 三 角 函 数 知识 的 
著名 摄影 作品 、 大 阳 黑 子 的 爆发 、 游 乐 场 的 摩 
天 轮 、 飞 机 降落 、 长 币 和 大 提琴 的 音节 、 汽 车 
比赛 、 停 泊 海 港 的 船 的 波动 等 与 现代 社会 生活 


密切 相关 的 事例 , 使 学 生 充分 感受 到 数学 与 生 


活 是 息息相关 的 , 这 样 的 安排 融 科 学 性 、 知 识 
性 、 趣 味 性 于 一 体 , 学 生 沉 漫 在 丰富 多 彩 的 数 
学 应 用 世界 里 , 目 然 是 学 得 有 趣 , 记忆 深刻 , 无 
形 间 学 生 的 数学 应 用 能 力 与 应 用 意识 得 到 了 培 
养 . 

2.2 知识 的 呈现 过 程 与 方式 

尽管 两 本 教材 的 内 容 相 似 , 但 其 给 人 的 感 
觉 却 不 尽 相 同 , 这 很 大 程度 上 是 由 于 两 本 教材 


向 学 生 旦 现 数学 知识 的 过 程 与 表述 方式 上 存在 


差异 . 

Algebra 教材 向 学 生 传 达 知 识 的 过 程 是 : 
Who/Why 式 提 问 一 一 具体 的 问题 情境 一 一 新 
知识 一 一 例题 一 一 思考 与 讨论 一 一 练习 与 应 
用 ; 而 上 教 版 教材 基本 的 学 习 过 程 是: 具体 
的 问题 情境 一 一 新 知识 一 一 例题 一 一 课 后 练 
习 (探究 与 实践 ). 通过 对 比 可 以 发 现 ,Alge- 
bra 教材 比 上 教 版 教材 多 了 Who/Why 式 提问 
以 及 应 用 这 两 个 环节 .这 里 的 Who/Why 式 
提问 指 的 是 每 节 的 开头 部 会 出 现 的 “Who 
use this?” (哪些 人 在 使 用 ?) 与 “Why learn 
this?”( 为 什么 学 习 ?)， 这 使 得 学 生 在 开始 党 
习 之 前 就 能 对 学 习 知 识 的 原因 以 及 知识 的 应 
用 范围 有 大 致 的 了 解 , 拉 近 了 数学 与 学 生 之 
闻 的 距离 , 同时 激发 起 学 生 浓 厚 的 学 习 兴 趣 ， 
促进 良好 学 习 动 机 的 生成 .至 于 “练习 与 应 
用 ”, 与 一 般 的 课 后 练习 相 比 则 是 强调 了 应 
用 性 , 如 Physics-vibrations (物理 学 上 的 侨 动 )， 
Blood pressure (血压 ), Satellite location (卫星 
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位 置 ), Height of a Ferris wheel (摩天 转 轮 的 高 
度 ),， Water wave (水 波 ), Electrical current ( 电 


流 )，Predator-prey model (捕食 者 与 被 捕食 者 


的 追逐 模型 ) 等 内 容 , 均 取 材 于 现实 中 的 实际 
问题 , 这 样 的 处 理 不 仅 使 学 生 充 分 认识 到 “ 宇 
宙 之 大 、 粒 子 之 徽 、 火 箭 之 速 、 化 工 之 巧 、 
地 球 之 变 、 生 物 之 谜 、 日 用 之 繁 , 无 处 不 用 数 
学 ”, 而 且 反 过 来 又 能 用 其 解决 实际 生活 中 存 
在 的 问题 , 使 数学 知识 具体 化 , 易于 学 生理 解 ， 
无 形 中 增强 了 学 生 从 生活 中 学 习 数 学 的 能 力 与 
兴趣 . 

田 外 , 两 次 教材 在 知识 的 呈现 方式 上 也 有 
较 大 差异 . Algebra 教材 中 使 用 图 表 的 数量 达 
到 上 教 版 教材 的 三 倍 之 多 . 图 表 是 教材 的 直 
观 组 成 部 分 , 它 既 是 对 教材 形象 化 的 解释 和 直 
观 化 的 概括 , 又 是 对 教材 内 容 的 补充 和 延伸 . 
现代 脑 科 学 的 研究 表明 : “人 的 左 脑 是 通过 语 
言 、 概 念 进行 逻辑 思维 , 而 人 的 右 脑 是 通过 感 
觉 、 表 象 进行 直 按 思维 .” 通 过 图 表 , 能 使 理性 
问题 感性 人 化、 抽象 问题 具体 化 、 深 奥 问 题 通俗 
化 , 一 定数 量 的 图 表 还 能 给 学 生 的 数学 学 习 带 
来 调节 作用 , 摆脱 数学 学 习 的 枯燥 感 , 提高 学 
生 的 学 习 兴 趣 , 激发 学 生 的 学 习 动 机 , 促进 形 
象 记忆 . 

2.3 数学 文化 的 传承 

注重 数学 文化 在 教材 中 的 渗透 ， 这 
是 Algebra 教材 的 显著 特色 之 一 . 其 教材 编写 
者 总 是 不 失 时 机 、 尽 可 能 地 在 三 角 水 数 内 容 中 
加 上 一 些 相 关 的 摄影 、 绘 画作 品 以 及 科学 、 历 
史 知 识 , 以 此 来 体现 数学 与 现实 世界 、 数 学 与 
其 他 学 科 之 间 的 密切 联系 , 从 而 说 明 数 学 的 科 
学 价值 和 文化 价值 . 尽管 土 海 二 期 课 改 的 课程 
标准 也 强调 了 要 “体现 数学 的 文化 价值 >, 但 由 
于 升学 考试 的 影响 以 及 课 党 教学 时 间 的 限制 ， 
上 教 版 教材 的 编写 依旧 以 知识 的 掌握 为 主要 目 
标 , 在 整个 三 角 孙 数 部 分 , 除了 弧度 制 思 想 提 
出 者 的 介绍 、 数 学 家 欧 拉 的 简介 以 及 “ 效 离 原 
上 草 , 一 岁 一 顶 荣 ”这 一 反映 月 迄 月 亏 周 期 现 
象 的 诗句 外 , 很 难 再 找 出 与 数学 文化 有 关 的 内 
容 . 下 面 是 Algebra 教材 中 三 角 畏 数 部 分 所 涉 
及 的 数学 文化 内 容 : 

例如 在 有 关 三 角 函 数 周 期 性 部 分 , 介绍 了 
摄影 师 Badweard J Muybridge 发 明 的 投影 动 
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物 运动 的 旋转 盘 ; 在 角 的 度量 部 分 介绍 了 美 
国 艺术 家 Penny Cerling 的 作品 《黑洞 与 大 爆 
炸 》、 日 本 横滨 字 窗 乐园 中 的 摩天 轮 、 和 角度 
制 的 起 源 ; 在 正弦 函数 部 分 介绍 了 荷兰 数学 
家 Andreas Cellarius 著作 《 字 宙 和 谐 》 中 的 
月 相 败 、 多 车 勤 效 应 、 伽 利 略 与 单 摆 的 等 时 
性 ; 在 有 关 三 角 恒 等 式 部 分 介绍 了 倒数 函数 的 
历史 ; 在 反 三 角 函 数 部 分 介绍 了 偏光 镜 ; 在 和 
角 三 角 函 数 部 分 介绍 了 著名 旅 美 华裔 大 提 雁 家 
马 友 友和 调 音 问题 . 

2.4 数学 与 现代 信息 技术 的 整合 

《上 海 市 中 小 学 数学 课程 标准 (试行 

稿 )》 虽 然 强 调 要 “加 强 现代 信息 技术 的 应 用 ， 
促进 信息 技术 与 数学 课程 的 整合 ", 并 首次 明 
确 提 出 了 基于 现代 信息 技术 的 数字 化 数学 活 
动 (简称 DIMA 平台 ) 的 概念 , 但 对 于 三 角 函 数 
的 教学 内 容 , 上 教 版 教材 并 未 提 及 与 信息 技术 
相 整 合 的 指导 意见 , 也 缺乏 现代 信息 技术 辅助 
教学 的 案例 ; Algebra 教材 在 不 少 章节 中 都 设 
置 了 New Technology (新 技术 ) 这 一 板块 , 从 具 
体 的 操作 层面 上 指 号 教 虹 和 学 生 在 梁 内 或 洪 后 
利用 图 形 计 算 机 (器 ) 等 现代 信息 技术 进行 
角 六 数 知识 的 探究 与 验证 . 这 使 得 数学 与 现代 
信息 技术 得 到 了 有 机 整合 , 对 学 生 探 究 能 力 的 
培养 作用 书 大 . 

2.5 例题 与 习题 

Algebra 教材 每 节 设 置 的 例题 不 多 , 很 少 
会 多 于 五 道 , 题目 的 难度 也 不 大 , 类 型 以 计算 
与 证 明 为 主 . 在 例题 的 讲解 中 , 穿插 介绍 一 些 
知识 点 ， 如 在 教材 的 5.5 The Graphs of Sine 
and Cosine (正弦 函数 与 余弦 函数 的 图 像 ) 中， 
通过 画 两 个 滞 数 的 图 像 , 介绍 了 振幅 、 相 位 
移 、 频率 等 概念 ， 接 着 又 介绍 了 一 组 诱导 公 
式 ; sin (Tz = COS X, COS Tr)=sinz. 
为 了 及 时 巩固 介绍 的 新 概念 与 新 公式 , 书本 紧 
接着 配置 了 下 面 的 题 : 找 出 与 下 面 每 一 个 函数 
有 相同 图 像 的 函数 , 并 且 证 明 这 些 是 正确 的 : 


() y=cos (3 —z ; 
(2) y=sin (3 —2); 
(3) y = tan (3 —2); 


(4) 2 = cos(~7); (5) y = sin(—2); 
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(6) y = tan(~—2); (7) y = sin(z + 27); 
(8) y = coS (z 十 >); (9) tan(zx + 7T). 


对 于 例题 与 习题 的 设置 , Algebra 教材 让 
人 感到 其 知识 点 分 散 、 零 乱 , 与 上 教 版 教材 中 
知识 介绍 的 系统 性 以 及 概括 性 反差 很 大 , 中 国 
的 教师 和 学 生 可 能 会 对 其 感到 不 太 适 应 ; 上 教 
版 教材 的 例题 与 习题 数量 设置 得 较 多 , 难度 也 
比 Algebra 教材 要 大 得 多 . 上 教 版 教材 设置 的 
题目 类 型 偏重 于 演绎 推理 、 运 算 、 证 明 , 探究 
型 的 题目 比较 少 , 仪 有 的 几 道 探究 题 难度 又 比 
较 大 , 让 学 生 有 “ 浆 二 和 尚 摸 不 着 头脑 ”的 感 
觉 . 如 果 把 中 美 两 国教 材 的 内 容 看 作 一 篇 文章 
的 话 , 那么 中 国 的 教材 像 是 一 篇 构思 严 诬 、 环 
环 相 扣 、 论 证 周密 的 议论 文 , 而 美国 的 教材 更 
像 是 一 篇 洋洋 酒 酒 、 轻 盘 明 快 、 形 散 而 神 不 散 
的 散文 . 

3. 启示 与 思考 

通过 Algebra 教材 与 上 教 版 教材 关于 以 上 
各 点 的 比较 , 不 难得 到 一 些 局 示 . 

3.1 数学 教材 应 将 科学 性 、 严 说 性 、 知 识 
性 与 趣味 性 相 结 合 

上 数 版 教材 应 适当 汲取 Aljgebra 教 材 中 对 
知识 趣味 性 高 度 重视 的 优点 ,加 大 增设 数学 
文化 与 数学 史 内 容 的 力度 . 当然 , 在 让 学 生 感 
受 数 学 趣味 性 的 同时 , 我 们 也 需 坚 持 “ 勘 勉 拼 
所 ”的 优良 传统 , 即 让 学 生体 会 一 定 的 数学 学 
习 的 艰苦 性 , 并 让 学 生 认 识 到 , 在 学 习 过 程 中 
常常 会 过 到 严峻 的 挑战 , 他 们 应 该 具有 足够 的 
信心 与 勇气 去 克服 困难 , 经 过 自己 的 拼搏 , 就 
更 能 体会 数学 的 美学 价值 , 获得 成 功 的 喜悦 感 
受 . 

3.2 数学 教材 要 注重 数学 内 部 与 外 部 之 间 
的 相互 联系 

数学 教材 既 要 保证 数学 知识 体系 间 的 完 
丫 性 、 系 统 性 、 逻 辑 性 , 也 要 注重 与 其 他 学 科 
以 及 社会 生活 备 方面 的 密切 联系 , 使 学 生体 会 
到 数学 与 自然 界 以 及 人 类 社会 的 关联 , 增进 学 
生 对 数学 的 理解 和 应 用 数学 的 信心 . 学 会 运用 
数学 的 思维 方式 去 观察 、 分 析 现 实 社会 , 去 解 
决 日 常生 活 中 的 问题 , 进而 形成 勇于 探索 、 勇 
于 创新 的 科学 精神 , 获得 适应 未 来 社会 生活 和 
进一步 发 展 所 需要 的 重要 数学 事实 、 东 本 的 思 
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应 市 教研 室 的 邀请 , 笔者 参加 了 市 里 组 织 
的 高 三 教学 督导 听课 . 其 中 , 一 位 数学 老师 的 
一 个 教学 片段 让 人 深 因 . 

教学 片段 实录 : 

教师 出 示 题 目 (这 是 一 节 “ 三 角 变 换 与 角 
三 角形 * 的 复习 课 , 课 前 教师 已 将 复习 讲义 发 
失学 生 ， 此 为 讲义 上 例题) 

在 斜 三 角形 中 角 4、 召 、C 所 对 的 边 分 
” 别 为 a、  o 目 人 一 一 2 ool4+O) 


ac sinAcosA 


silo dd i Bd od dd dd dd dd | 


想 方 法 和 必要 的 技能 . Algebra 教材 在 数学 知 
识 与 外 部 联系 方面 的 设置 值得 我 们 借鉴 . 

3.3 数学 教材 的 还 辑 体 系 要 归纳 、 演 绎 相 
配合 

上 教 版 教材 在 编写 上 主要 以 知识 的 系 双 
性 和 学 生 的 认 知 规律 为 基础 , 先 学 习 知 识 , 再 
结合 实际 生活 解决 一 些 问题 , 教材 编写 以 演绎 
的 逻辑 体系 为 主 , 学 生 使 用 的 是 下 位 学 习 方 式 ; 
而 Algebra 教材 则 以 实际 问题 的 求解 为 中 心 ， 
通过 问题 的 求解 来 获得 知识 , 再 反 过 来 解决 更 
多 的 实际 问题 , 教材 编写 以 归纳 的 逻辑 体系 为 
主 , 学 生 使 用 的 是 上 位 学 习 方 式 ， 上 教 版 教材 
的 体系 应 在 保证 数学 知识 严密 性 的 基础 上 适当 
地 融入 归纳 方法 , 避免 过 多 的 灌输 . 

3.4 数学 教材 应 有 效 整 合 新 技术 

总 体 来 说 , 上 教 版 教材 正 渐渐 重视 数学 与 
新 技术 的 整合 , 例如 , 在 函数 这 一 章 中 , 设置 
了 “借助 计算 器 观察 函数 递增 的 快慢 ”一 节 内 
容 , 《上 海 市 中 小 学 数学 课程 标准 (试行 稿 )》 
也 明确 指出 要 “以 现代 信息 技术 的 适当 介入 为 
手段 处 理 课程 内 容 ”. 然而 , 目前 许多 一 线 教师 
对 新 技术 的 党 握力 度 不 够 , 无 法 较 好 地 实施 数 
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如 层 | 


答 某 ” 的 安 


听课 及 听课 后 的 调查 引发 思考 
江苏 省 仪征 中 学 花 奎 


(1) 求 角 4 () 若 2 二 > v5 求 角 C 的 取 值 
范围 . 

师 : 这 道 题 考查 三 角 变 换 与 解 三 角形 的 知 
识 , 该 怎么 做 呢 ? 我 们 请 学 生 A 上 黑板 板 演 , 其 
他 同学 在 下 面 做 . 

生 A: (1) 由 余 线 定理 可 知 , 在 A4BC 中 ， 
a+ 

2ac 





cos B= 


学 教学 与 新 技术 的 有 效 整合 . 为 此 , 相关 教育 
部 门 避 组 织 教师 进行 必要 的 技术 培训 , 或 者 为 
教师 提供 技术 支持 , 否则 , 教材 中 的 一 些 好 想 
法 只 能 是 空中 楼 阀 . 

4. 结束语 

对 待 国外 教材 中 所 体现 的 数学 教育 思想 ， 
我 们 应 当 采 取 “ 洋 为 中 用 ”的 态度 . 在 继承 和 发 
扬 我 国 数学 教材 编写 的 优良 传统 的 同时 , 也 应 
该 予以 适当 更 新 . 笔者 相信 , 加 强 我 国 与 其 他 
各 国之 间 相 互 的 学 习 与 交流 , 对 于 提高 我 国 数 
学 教材 的 编写 水 平 以 及 继续 推进 教育 改革 都 具 
有 非常 重要 的 意义 . 
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2_ 2 .2 
已 知 条 件 了 a 一 C _ cos(4 十 C) 


Qc 4+) sin Acos A 
yy COS 
转化 为 2cos B 一 sinAcosA 

又 4A+B+C=7, 站 

一 2 cos 咏 一 一 


sin A cos 
化 简 为 2sin 全 人 过 1 Bsin24 =1. 
解 得 4 二 
ry - 
sa) 


cosO 


sinB 
cosC 


由 > V2 得 > V2, 





V2 
3 CosC+ a sinC 


cos 人 


2 十 tanC > V2,tanC > 1. 


所 以 角 C 的 取 值 范围 为 (=, 

师 : 你 做 得 太 完美 了 ! 你 能 告诉 我 们 
是 怎么 想到 的 吗 ? (其 实学 生 人 做 得 不 是 很 
完美 , 如 在 由 一 2cosB = 一 Cos 二 二 转化 得 


到 2sin Acos A = 1 时 , 没有 路 
以 约 去 cos B) 


> V2， 


生 A (很 得 意 ): 第 一 问 要 求 角 4, 因此 我 


借助 余弦 定理 将 边 化 为 角 ， 从 而 得 到 关于 
角 人 的 三 角 方程 就 可 以 了 ; 第 二 问 要 求 角 C 的 
取 值 范围 , 而 条 件 给 出 关于 角 B、C 的 不 等 
式 并 吕 > V5, 就 想到 借助 B+C = 焉 消 
去 B, 得 到 关于 角 C 的 不 等 式 就 可 以 了 . 

师 : 说 得 太 好 了 ! 同学 们 没有 什么 问题 了 
吧 ! (从 老师 的 表情 可 以 看 出 , 他 希望 同学 们 没 
有 问题 , 只 不 过 形式 上 问 问 而 已 ) 

这 时 , 学 生 B 疑 疑惑 惑 地 站 了 起 来 . 

生 B: 老师 , 我 也 是 利用 消 元 , 只 是 没有 化 
成 正切 形式 , 而 是 化 成 一 个 三 角 函 数 的 形式 来 
做 , 但 是 算出 来 的 答案 和 这 个 结果 不 一 样 

师 : 答案 肯定 是 (也 ). 如 果 你 也 是 消 元 
处 理 的 , 那 一 定 是 你 贷 错 的 . 由 于 时 间 关 系 , 我 
们 就 不 看 你 的 计算 过 程 了 .你 课 后 再 认真 算 一 
算 吧 ! 一 定 要 提高 计算 能 力 蚜 ! 

于 是 , 生 BB 甘 然 不 解 地 坐 下 了 , 后 面 该 教 
师 就 进行 其 他 问题 的 讲解 了 . 

课 后 访谈 调查 : 





站 吧 生 么 两 边 可 
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课 后 , 笔者 分 别 找到 学 生 A 和 学 人生 也 ， 
笔者 问 生 A: 你 对 你 这 道 题 的 解 题 过 程 满 
意 吗 ? 

生 A {很 骄傲 ): 还 可 以 啦 ! 

笔者 : 你 有 发 现 你 的 解 题 过 程 有 不 完善 的 
地 方 吗 ? 

生 A 一 屠 : 应 该 没有 吧 ?! 

笔者 : 你 在 解 第 一 问 的 过 程 中 由 
—2cosB = 一 转化 得 到 2sin 4cos 4 
= 1, 为 什么 高 中 全 器 雁 小 cosBB 呢 ? 

生 A 连连 点 头 , 是 有 不 完善 的 地 方 . 

笔者 问 生 B: 你 发 现 你 的 计算 错误 了 吗 ? 

生 B: 没有 ! 我 都 重 做 两 遍 了 , 总 觉得 没有 
错 . 我 也 不 知道 原因 是 什么 ? 
笔者 : 能 让 我 看 一 下 吗 ? 
于 是 , 学 生 B 让 我 看 了 他 的 解法 . 
学 生 B 解 题 过 程 如 下 : 
由 (1) 知 入 = 了 ,因为 4+B+C=, 所 





cost 


os0+ sin0 > V2 cosO, 


.~ V2 . n 
-7 sin CC- 0 C>0, Bh sin (C- 7)> 0， 
由 此 不 等 式 得 c 一 < (0,n), 又 因为 C e 


4 
(0,3"), 所 以 Ce (于 和 
可 以 发 现 学 生 B 的 解 题 过 程 中 ， 由 
Sin aT—C 3 
> V2 化 为 sin 3x 一 > 
cosC 4 
V2cosC 时 是 一 个 不 等 价 变 形 过 程 ， 因此 出 
错 . 笔者 正 准 备 引 导 他 发 现 错误 的 原因 , 这 时 ， 
他 前 面 的 学 生 C 在 劣 边 插话 了 . 
生 C: 我 和 学 生 B 的 做 法 是 差不多 , 但 我 
的 结果 和 老师 的 答案 一 样 , 真 奇 怪 呀 ! 
在 和 学生 C 的 解 题 过 程 中 将 已 有 错 


2 
的 2sinC - oosC > 0, 转化 为 sinC > 
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cos 忆 后 得 tan C > 1, 又 因为 Ce (%, In) 


所 以 角 C 的 取 值 范围 为 (2 2)- 

从 生 C 的 解 题 过 程 可 以 看 到 同一 个 错 
误 在 一 个 解 题 过 程 中 出 现 两 次 将 siaC > 
cosC 转 化 为 tan C > 工 也 是 一 个 不 等 价 变形 ， 
真是 “ 错 错 得 正 ” 呀 ! 

笔者 有 一 种 感觉 , 对 于 这 道 题 , 一 定 有 不 
少 学 生存 在 问题 . 于 是 , 笔者 找到 课 代 表 , 请 他 
收 两 组 学 生 讲义 给 笔者 调查 统计 一 下 ， 

课 代表 共 收 了 24 份 的 讲义 , 笔者 对 这 道 题 
进行 了 简单 的 统计 . 得 到 正确 答案 (3 3) 的 
有 17 人 , 得 到 错误 答案 (和 至 ) 的 有 5 人 , 还 
有 2 人 完全 做 错 或 不 会 ; 在 17 个 得 到 正确 答案 
中 有 5 人 解 题 过 程 有 错 , 其 中 有 3 人 和 学 生 C 
所 犯错 误 一 样 , 另外 2 人 的 解 题 过 程 也 存在 错 
误 : 由 交 ac- 将 osc > 0 得 sin (c- 了 
> 0, C7 = (oz)， Ce (于 要) 又 因为 
三 角形 是 斜 三 角形 , 所 以 Ce (二 ,二 1， 

这 两 个 学 生 不 仅 犯 了 学 生 B 的 错误 , 还 误 
将 斜 三 角形 理解 为 锐角 三 角形 了 . 

感想 : 

笔者 听 了 这 节 课 及 通过 课 后 的 访谈 、 调 
查 , 心里 久久 难以 平静 , 总 想 说 点 什么 ! 

1. 不 要 满足 “第 一 答案 ”的 安慰 

在 课堂 上 , 如 果 教 师 仪 仅 是 为 了 寻找 唯一 
的 标准 答案 , 而 不 是 真正 对 学 生 的 观点 或 想法 
感 兴趣 , 那么 聪明 而 不 墨守成规 的 学 生 什么 也 
不 会 说 , 较 差 的 学 生 因为 不 希望 被 人 发 现 他 们 
不 知道 那个 “唯一 的 ” 答案 也 不 愿意 回答 . 因 
此 , 课堂 上 一 个 问题 的 提出 , 教师 寻找 的 应 是 
学 生 的 不 同 回答 , 而 不 是 唯一 的 答案 . 

2. 课堂 应 重视 学 生 反 馈 信 息 

教学 是 双边 活动 , 教学 中 应 用 反馈 原理 十 
分 重要 . 对 学 生来 说 , 反馈 信息 可 使 学 生 强 化 
正确 意识 , 改正 错误 , 找 出 差距 , 促进 努力 ; 对 
教师 来 说 , 可 使 教师 掌握 情况 , 了 解 情况 , 改 
进 教学 , 找 出 不 足 , 因材施教 . 但 是 在 实际 课 
堂 教学 中 , 经 常 可 以 看 到 因 学 生 回答 问题 时 
不 合 预定 要 求 , 教师 怕 时 间 不 够 和 打 乱 教学 计 
划 , 不 去 分 析 学 生 的 思维 动向 和 心理 状况 , 不 


i 3n 
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去 分 析 学 生 为 什么 这 样 想 ? 这 种 想法 是 否 带 
有 普遍 性 ? 价值 如 何 ? 没有 让 学 生 充分 陈述 
自己 的 见解 , 最 后 教师 把 自己 或 优秀 学 生 的 意 
见 “灌输 ” 给 所 有 学 生 , 其 结果 “窒息 " 了 学 生 
富有 创造 性 的 思想 , 抑制 了 学 生 的 积极 性 . 如 
本 节 课 中 教师 用 (IT, > ) 判定 学 生 是 计算 出 错 
而 要 求 其 提高 计算 能 力 , 却 不 去 剖析 导致 错误 
的 真正 原因 , 这 样 实际 上 只 是 把 这 个 问题 的 结 
论 “灌输 ” 给 学 生 , 而 问题 并 没有 得 到 真正 的 解 
决 ， 如 果 让 学 生 暴露 其 解 题 过 程 , 借 此 指出 不 
等 式 变形 应 注意 的 等 价 转化 , 因势利导 , 对 学 
生 今 后 解决 问题 时 进行 正确 思维 活动 无 疑 大 有 
好 处 . 因此 , 教师 提问 之 后 , 对 学 生 的 回答 必须 
加 以 分 析 , 重视 其 反馈 信息 , 及 时 引导 学 生 进 
行 积极 、 正 确 的 思维 活动 , 这 样 才能 收 到 较 好 
的 教学 效果 ， 

8. 慎 用 廉价 性 的 评价 

对 于 学 生 的 回答 , 教师 要 愤 用 诸如 “很 
好 ”、* 非 常 好 "、*“ 不 是 , 不 对 ”等 习惯 性 的 评 
价 . 这 样 廉价 的 评价 过 于 强化 对 与 错 , 天 长 日 
久 , 学 生 的 注意 力 会 集中 于 教师 想 要 的 东西 上 . 
我 们 可 以 适当 地 多 使 用 一 些 中 性 、 接 纳 性 或 者 
探究 性 的 评价 , 比如 :“ 噢 , 这 是 一 种 有 道理 的 
思路 , 还 有 其 他 思路 吗 ? ”“ 这 个 想法 不 错 , 我 
们 还 能 补充 点 什么 ? ”“ 很 好 的 主意 , 但 是 我 们 
怎么 知道 …… ”有 针对 性 地 鼓励 学 生 , 满足 
学 生 的 需要 , 鼓励 学 生 继 续 学 习 . 有 时 , 恰当 
的 批评 也 可 能 是 一 剂 增强 信心 且 有 效 的 良药 ， 
“没有 惩罚 的 教育 是 不 完整 的 教育 "关键 是 逢 
罚 的 时 机 、 技 巧 和 方法 的 恰当 运用 . 例如 本 节 
课 中 , 教师 用 “你 做 得 太 完美 了 ! ”对 学 生 A 进 
行 评价 , 有 点 廉价 , 不 利于 学 生 A 自 我 批评 和 更 
深层 次 的 思考 . 如 果 教 师 用 “你 的 做 法 很 好 ! 但 
是 , 第 一 问 中 的 某 些 步骤 不 够 严谨 , 你 能 发 现 
吗 ? ”或 者 请 其 他 同学 来 对 学 生 A 的 解 题 进行 
评价 , 就 会 发 现 学 生 A 没 有 写 明 为 什么 两 边 可 
以 约 去 cos B, 顺势 可 以 帮 不 少 学 生 解决 斜 三 
角形 的 概念, 就 不 会 还 有 学 生 误 将 斜 三 角形 理 
解 为 锐角 三 角形 
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数学 符号 可 以 用 来 表示 数学 的 概念 、 运 
算 、 关 系 和 推理 , 使 数学 思维 过 程 准确 、 概 
括 、 简 明 , 从 而 更 容易 揭示 数学 对 象 的 本 质 是 . 
由 于 符号 是 慨 括 的 结果 , 具有 抽象 性 , 如 果 不 
注意 理解 , 就 会 在 使 用 过 程 中 出 现 写 错 、 看 错 
甚至 不 能 理解 等 问题 , 对 于 一 个 高 中 学 生来 说 ， 
从 某 种 程度 上 讲 , 学 习 数 学 的 过 程 就 是 学 会 用 
数学 符号 表述 问题 并 解决 问题 的 过 程 . 

在 今年 浙江 省 12 月 的 一 次 名 校 联 考 中 , 一 
个 有 关 二 项 式 定理 题 的 得 分 情况 引起 了 笔尖 的 
注意 : 填空 题 14: “在 二 项 式 (V5—3 "的 
展开 式 中 , 常数 项 大 小 为 > “将 分 率 只 
有 82%. 

考 后 笔者 和 一 些 学 生 进行 了 分 析 , 得 到 的 
原因 是 : 将 “5 9” 看 成 了 “55 7 ”(; 
于 区 别 , 笔者 在 两 个 数 之 间 添 加 了 “” 以 区 分 ). 

















随后 , 笔者 在 自己 所 任教 的 2 个 班 里 做 了 统计 ,. 


“看 错 ” 的 比率 分 别 为 16% 和 15%, 也 就 是 说 ， 
“看 错 ” 是 该 题 失 分 最 主要 的 原因 ，. 

在 随后 的 一 次 作业 中 , 相当 一 部 分 同学 
将 数列 { 上 看 成 "了 60ja) 笔者 觉得 这 


不 仅 用 “下 次 仔细 看 ， 就 可 设 铸 决 的 问题 而 是 


需要 注意 更 多 、 更 深层 次 的 问题 . 针对 该 问题 ， 
笔者 进行 了 如 下 几 点 思考 . 

1. “20» 表示 什么 意思 ? 

对 于 2e, 这 个 看 似 简单 的 表示 其 实 经 历 了 
太 多 的 曲折 , 凝结 了 多 少数 学 家 的 智慧 . 
在 我 国 , 公元 前 2 世纪 的 《淮南 子 :天 

文 训 》 对 311 个 3 相 乘 记 作 "十 一 三 之 ”; “ 乘 

方 ” 一 词 是 宋代 以 后 开始 使 用 的 , 一 数 自 
乘 称 之 为 “ 方 "， 公 元 3 世纪 ,数学 家 刘 微 
使 用 了 "等 ? 字 表 示 指 数 的 意义 一 直 沿 
用 到 现在 ; 李 治 (1192~1279) 有 用“ 天、 上、 
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从 一 个 容易 题 的 高 错误 率 引 发 的 思考 


314200 ”浙江 平湖 新 华 爱心 高 级 中 学 


徐 红星 
高 ”表示 今天 的 4、z2、xz3?;， 13 世 纪元 朝 
数学 家 朱 世 杰 用 “ 极 *、“ 恒 河 沙 ”、“ 无 量 


数 ” 等 佛经 中 的 大 数 名 称 来 表示 10 的 正 整 数 
震 10 也 、10 巧 、1020. 

在 国外 , 3 世纪 的 希腊 数学 人 用 5 表示 zx， 
用 信康 丰富 代数 始祖 丢 番 图 用 Ay 来 表示 

， 用 ky 表示 xz3， 用 他 的 这 些 表 示 ,， 现在 
的 “zx3 T4132 十 52” 表 示 为 xYaqAYvryle; 阿拉 伯 
人 哈 基 曾 用 “malk” 表示 z2, 用 ‘Kacst" 表示 z3; 
到 了 15 世 纪 , 法 国 数学 家 许 凯 (N. Chuquet， 
1445 ~1500) 在 他 的 数学 著作 中 用 123、105、 
1208 分 别 表示 12x3、10z5、120z3, 这 是 一 种 
和 现在 的 指数 表示 非常 接近 的 方法 , 但 没 
有 被 广泛 接受 ; 1546 年 德国 数学 家 斯 带 菲 
尔 (M. Stife) 创 造 了 用 1A、1AA、1AAA 分 
别 表示 zl、z2、z3,， 这 是 一 种 显著 的 改进 ， 
但 也 没有 得 到 同行 的 支持 ; 1585 年 ,荷兰 数 
学 家 斯 蒂 文 (S. Stevin) 用 “19+30+68+@@” 表 
示 “] 十 32 十 6x2 十 v3”. 

1591 年 ,法国 数 学 家 韦 达 (F、Vieta) 在 
《分 析 方 法 入 门 》 用 A 表 示 现 在 的 未 知 数 x， 
用 “A quadratem” 表示 z2， 用 “A cubun” 表 
示 “z3”, 后 来 的 学 者 们 进一步 简化 缩写 文字 ， 
用 A、Aq、Ac 表 示 Z、2z2、z3. 

1631 年 英国 数学 家 哈里 奥 特 (T. Harriot) 
企 他 死 后 10 年 出 版 的 《实用 分 析 术 》 改 进 
了 韦 达 的 乘 壤 表示 , 用 aa 表示 a2, 用 waa 表 
示 吧 等 ; 3 年 后 ， 法国 数学 家 厄 里 岗 (P. 
Herigone) 在 他 的 《数学 教程 》 里 用 .ca3 表 
示 3, “254” 表示 “24b4”, 这 个 符号 与 今天 通用 
的 符号 只 差 一 点 点 了 . 有 了 这 么 多 前 辈 的 铺 
壶 ， 捕 破 窗 户 纸 的 好 事 降 临 法 国 数学 家 笛 卡 
尔 头 上 . 1637 年, 笛 卡 尔 受 到 厄 里 岗 等 人 的 启 
示 , 扬弃 二 人 之 不 足 , 在 他 划时代 的 著作 《 几 
何 学 》 中 创 用 wo 表示 aaa, 用 ao 表示 aaaa, 成 
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为 数学 符号 史上 正 整 数 指数 客 记 号 的 创立 者 . 
1801 年 , 德国 数学 家 高 斯 在 其 《算术 和 研究》 一 
书 中 , 用 娟 表示 吧 . 于 是 现在 通用 的 指数 写法 
正式 产生 , 发 明 符 号 的 艰辛 由 此 可 见 一 斑 蔬 . 
是 什么 力量 使 得 这 些 数学 家 不 断 地 创造 
出 这 些 符号 呢 ? 这 里 涉及 到 数学 的 语言 性 特 
所. 数学 的 重要 特点 之 一 就 在 于 它 是 通用 、 精 
确 、 简 约 的 科学 语言 . 作为 知识 体系 的 科学 ， 
必须 要 用 语言 表达 . 最 初 是 日 常 使 用 的 生活 语 
言 ; 后 来 , 为 了 精确 和 清晰 , 使 用 符号 语言 、 图 
形 语言 . 从 这 个 角度 看 , 数学 的 发 展 史 , 实际 上 
也 是 数学 符号 的 发 展 史 , 指 的 发 民 过 程 
很 好 地 说 明了 这 一 点 . 在 科学 交往 中 , 常 
要 用 最 少 . 最 明确 的 语言 传递 信息 ， 数学 语言 


简洁 而 明确 是 数学 家 不 断 发 明 指 数 记 法 的 源源 


个 剖 的 动力 . 由 多 个 相同 数 相 加 到 乘法 的 产生 ， 
多 个 相同 数 相 乘 到 指数 帘 的 产生 这 一 个 过 程 也 
成 了 数学 发 现 与 创造 中 的 简洁 美的 最 简单 易 懂 
的 一 个 例子 . 

从 指数 符号 的 发 展 变化 过 程 可 以 看 出 , 数 
学 家 为 了 明确 而 简洁 地 表示 同一 个 量 的 多 次 
帘 , 发 明了 指数 符号 , 而 在 本 题 中 , 如 果 学 生 要 
辨别 “3” 的 角色 , 应 该 想到 23 是 一 个 确定 的 数 ， 
显然 写成 8 是 一 个 更 好 的 选择 , 符合 数学 追求 
简洁 的 美学 目标 , 于 是 可 推断 “3” 应 该 是 根 指 
数 . 

2. “YE” 表示 什么 ， 
有 什么 关系 ? 

现行 的 负 指 数 和 分 数 指数 , 到 了 17 世纪 才 
诞生 . 它 的 首先 创 用 人 就 是 大 名 昂 蜀 的 牛顿 ， 
在 1676 年 6 月 13 日 转 给 菜 布 尼 茨 的 一 封 信 中 
率先 使 用 的 . 而 简洁 漂亮 的 符号 “一 ”和 指数 
符号 的 产生 一 样 经 历 了 很 长 的 一 个 历史 阶段 . 

最 古 考 的 平方 根 记 号 是 古 埃 及 的 “| 一 ”; 
中 世纪 , .印度 人 用 kapaha 一 词 的 “ka 表示; 
阿拉 伯 人 有 用 娩 表 示 V 始 的 ; 16 世 纪 法 国人 
用 (IL27adL12 得 L75? 表示 V27 + V12 = V75; 
1624 年 英国 人 布 里 格 斯 分 别 用 L，L3, LL 表 
示 平 方 根 , 立方 根 和 四 次 方 根 , 因为 荆 是 拉丁 
文 Latus (正方 形 的 边 ) 的 首 字 母 ; 德国 还 有 人 
用 “e7” 表示 ?了 的 平方 根 , “ee 7” 表示 7 的 四 次 
方 根 ; 1525 年 德国 数学 家 和 鲁 达 夫 用 “VY” 表示 
平方 根 , 用 “VY” 表示 四 次 方 根 . 可 见 , 数学 家 


它 与 “z+” 的 表示 
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一 直 以 来 都 在 寻求 一 种 简洁 、 

欧 拉 认为 平方 根 的 符号 来 自 “ 根 ”的 英文 
radix 的 首 字 母 r、， 在 意大利 、 法 国 和 德国 等 
国家 曾 用 R5 表示 V5, 为 了 书写 方便 , 后 来 变 
成 了 “VY5*. 到 了 1637 年 , 又 是 笛 卡 尔 , 在 被 开 
方 数 上 边 添上 了 一 条 横 线 , 于 是 就 成 了 现在 
的 “VY5”, 成 了 现在 通用 的 平方 根 号 . 这 个 小 符 
号 的 创造 发 明理 含 着 无 数 数学 前 辈 的 心血 . 立 
方 根 的 统一 写法 要 稍 晚 一 些 . 

我 国 使 用 根 号 ,是 由 李 善 兰 翻译 西方 
数学 书 时 引用 的 . 后 来 有 人 翻译 出 版 《代数 
备 则 》, 其 中 有 这 样 一 道 习 题 (如 图 1), 用 来 表 
示 V16a2z 十 V4a2x 二? 问好 问 劣 一 眼 可 以 看 
出 来 , 我 们 还 可 以 从 中 看 出 中 国 数学 为 什么 明 
朝 之 后 就 大 大 落后 于 西方 , 原因 就 在 于 我 国 数 
学 的 符号 科学 没有 能 够 与 时 俱 进 . 由 此 可 见 ， 
掌握 一 套 好 的 符号 表示 , 对 于 提高 学 生 的 数学 
认养 是 多 么 的 重要 了 . 


明了 的 表示 方 


0 


ts 


洲 翌 口上 | 寺 少 





4 
外 2 
天 
相 
加 
等 
于 
藻 
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图 1 


根 指数 和 分 数 指数 是 竺 指数 的 两 种 表示 ， 
它们 满足 a 全 = Yarm, 分 数 指数 的 表示 优势 在 
于 同 底数 第 的 计算 方式 , 而 根 指数 要 进行 运算 
必须 要 进行 转化 . 根据 数学 的 美学 追求 ,在 最 
后 的 结果 中 常常 采用 一 种 比较 统一 的 方式 , 比 
各 (V5 天)】 是 根 指数 的 写法 , 写成 分 数 


指数 的 话 , 就 是 (z3 一 2 ， 不 会 出 现 分 数 
指数 和 根 指数 混 排 的 情况 . 同样 的 道理 , 在 表 
示 角 度 的 时 候 , 要 么 弧度 制 , 要 么 角度 制 , 混合 
表示 一 来 混乱 , 二 来 也 不 符合 数学 的 求 美 精神 
3. 学 生 这 样 看 有 道理 吗 ? 
人 


各 符号 (v5- 下 二 ) 和 (V5 本 涯 ) 有 
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由 一 道 数学 竞赛 题 的 几 种 解法 反思 数学 教学 
200023 上海 市 黄浦 区 教育 学 院 ” 徐 庆 圳 


2012 年 上 海 市 高 中 数学 竞赛 试题 中 的 
第 9 题 是 求 函 数 解 析 式 的 问题 , 考 得 了 根据 
平行 四 边 形 以 及 三 角形 的 边 与 角 的 关系 , 利用 
余弦 定理 求解 函数 解析 式 的 方法 . 笔者 结合 
生 的 答题 情况 , 整理 、 归 纳 了 几 种 不 同 的 解法 
以 及 学 生 答题 中 的 问题 辨析 , 供 大 家 参考 . 

原 题 : 如 图 1, 在 平行 四 边 形 4BCD 中 ， 
AB = x, BC = 1, 对 角 线 AC 与 BD 的 夹 角 
LBOC = 45°, 记 直 线 4B 与 CD 的 距离 为 
h(x). 


图 1 


[a a dd dd dd dd dd 


一 些 差 别 , 但 不 加 以 仔细 分 辨 ,是 很 难 注意 的 ， 
如 果 在 排版 时 不 小 心 压缩 了 , 就 不 存在 差别 了 . 
而 本 题 的 重点 是 考察 学 生 对 于 二 项 式 定理 的 掌 
握 情 况 , 如 果 是 因为 看 错 导致 失 分 , 本 题 的 效 
度 就 大 打折 扣 , 会 变 成 一 个 “不 好 ”的 考题 . 

综合 以 上 原因 , 笔者 认为 学 生 这 样 看 题 是 
有 道理 的 , 在 有 条 件 的 前 提 下 应 当 给 予 分 数 . 
这 个 条 件 就 是 , 在 试卷 讲评 的 时 候 必须 给 学 生 
上 一 课 , 讲 讲 相关 数学 符号 的 发 展 历 史 , 讲 讲 
数学 的 美学 目标 , 因为 这 也 是 数学 教育 的 内 容 ， 
它 更 强调 了 数学 的 文化 价值 取向 . 

教学 启示 

1. 对 学 生 归 因 于 “看 错 ” 或 “ 算 错 ”的 问题 
要 认真 对 待 . 

对 于 某 次 考试 之 后 的 反思 , “看 错 * 或 “ 算 
错 ” 是 学 生 最 容易 写 下 的 理由 ， 但 如 果 出 现 
本 篇 讨论 的 问题 之 类 的 “错误 ”, 简单 认定 学 


求 h(x) 的 表达 式 , 并 写 出 xz 的 取 值 范 围 . 
解法 1: (参考 解答 ) 
由 平行 四 边 形 对 角 线 平方 和 等 于 四 条 边 
的 平方 和 得 ] 
0B?+ OC?= 3(4B" 十 了 DC” 
二 (2? + ieee OD 
在 AOBC 中 ， 由 余弦 定理 得 BO? = 


OB? + O00? — 20B .OC cos ZBOC, 
所 以 OB?+OC0?— V20B.0C =1...…….©® 


SABCD = 4SA0BC 
4. 70B .OC sin ZBOG 


ld 


生 “粗心 ”, 也 是 有 那 于 数学 教育 目的 的 , 而 应 
该 认真 反思 , 找 出 原因 , 提出 解决 方案 . 

2. 教师 应 当 在 教学 中 滩 透 数学 符号 等 相 
关 的 文化 背景 知识 , 让 学 生 明 白 数 学 的 简 浩 
美 所 起 的 作用 , 激发 学 习 兴 趣 , 培养 学 生 清 晰 
明确 的 表达 能 力 . 正确 使 用 数学 符号 , 理性 看 
竺 学习 过 程 中 出 现 的 问题 . 符合 新 课程 标准 提 
出 “体现 数学 文化 价值 * 的 理念 . 

再 回 到 原 题 , 一 个 容易 题 的 错误 分 析 , 让 
学 生体 会 到 了 数学 的 “严谨 ”, 如 果 和 学 生 说 说 
符号 史 , 然后 和 学 生 说 “这 样 看 也 是 有 道理 的 ”， 
反而 激发 学 生 的 兴趣 和 信心 , 对 数学 符号 ， 同 
时 也 是 对 数学 又 多 了 一 层 认识 , 这 不 正 是 数学 
教育 的 目的 吗 ? 
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m2 
= V30B.00= 一 一 
政 AB.h(z) = 
所 以 h(x) = 二 二 - 
由 @ 可 得 x2? 一 1 >0, 故 z > 1. 
因为 0B 十 OC > > 20B .O00, 结合 由、 


一 1 
名 可 得 = (2? 十 1) 之 2. 本 页 


凶 得 ( 拓 合 >> D)1 2 < VE 

综 上 所 述 , h(x) = 一 1 < z <& V2 十 1. 

解法 简 析 : 已 知人 OBC 内 一 边 和 一 对 角 ， 
和 目 然 会 想到 用 正弦 定理 或 余弦 定理 . 另外 ， 
AOBC 又 是 在 平行 四 边 形 中 , 其 两边 恰 为 平行 
四 边 形 对 角 线 的 一 半 , 因此 要 用 到 平行 四 边 有 形 
四 边 平方 和 等 于 对 角 线 的 平方 和 . 再 者 , 要 求 
的 是 平行 四 边 形 一 边 上 的 高 和 该 边 的 函数 关系 
式 ， 自然 要 用 到 两 种 不 同 求 平行 四 边 形 面 积 的 
方法 . 将 上 述 三 者 联 立 就 可 求 得 所 要 的 函数 关 
系 式 . 对 于 定 于 域 , 要 通过 上 述 的 前 两 个 关系 
式 找 到 其 中 隐藏 的 基本 不 等 式 关系 才能 正确 求 
解 , 但 部 分 学 生 只 求 出 x > 1 作为 其 定义 域 . 

解法 2: (解析 法 、 参 数 法 ) 

如 图 2， 以 点 4 为 原点 ， 4B 所 在 直线 
为 x 轴 建 立 平面 直角 坐标 系 , 于 是 B(z,0). 








设 ZDAB =6(0<0< Th)， 

于 是 D(cos0,sin0), Cl(cosb + zsin0)， 
h(x) = sin 0， 

AC = (cos0 + x, sin 9), BD = (cos 6 一 
Z,Sin 0). 

一 方面 AC . BD = cos20 — zx?2 + sin?20 = 
1 一 x2, 


另 一 方面 4C . BD = 14C| [BD| cos 


= -VeosD 十 2)2 十 sin26 
-VW(cosg 一 zz)2 十 sin28 


数学 堵 学 9-—11 


2 
一 _Y2 TT. 











1 十 02 一 22cosb 
=- - 交 (1 十 22)2 一 4z2 cos20， 

所 以 

1—x?= (1 + 22)? 一 422 cos2 0， 

两 边 平 方 整理 得 

EE 1), 

故 P(z) = sin0 = ! |, > 1). 

又 因为 当 0 < 9 <7 时 0<sin0<1, 

于 是 0 < 2 : < 1, 解 得 1 < xz < 
V2+1. 





综 上 所 述 , h(z) = 2 二 Tre Vatl. 

解法 简 析 : 通过 建立 适当 的 平面 直角 坐标 
系 , 将 平行 四 边 形 置 于 其 中 , 就 可 以 利用 坐标 
法 去 解决 问题 , 这 就 是 解析 法 . 再 设 平行 四 边 
形 一 个 角 为 变量 , 由 此 求 出 平行 四 边 形 四 个 顶 
点 的 坐标 , 通过 向 量 的 数量 积 来 确定 函数 关系 
式 . 在 这 一 解法 中 , 由 于 h(x) = sin9, 所 以 可 
以 根据 sing 的 有 界 性 来 求 z 的 取 值 范围 , 这 比 
解法 1 的 方法 更 为 显然 

在 解法 2 中 建立 坐标 系 后 还 可 以 利用 直线 
的 到 角 公 式 来 求解 . 

解法 2/: 如 解法 2 建立 坐标 系 以 及 设 定点 
的 坐标 . 

设 AC、BD 所 在 直线 的 斜率 分 别 为 生 、 











Ko, ki、 各 沟 存 在 ， 9 
sin sin 
于 是 有 = cos0 二 Zi ? cos0—z. 
_ ki ko 
根据 到 角 公 式 , tan 了 一 工 二 名 
将 掺 、 、ko 代入 上 式 ， 整理 得 
1] ozsing 
1—x2 
故 h(z) = sin8 = > 5 2 
定义 域 求解 同 解法 2. 


解法 简 析 : 根据 条 件 中 的 角 , 除了 联想 到 
向 量 夹 角 之 外 , 还 可 以 与 直线 夹 角 联系 , 通过 
到 角 公 式 建立 关系 式 , 也 不 失 为 一 种 好 方法 . 
解法 3: (几何 法 ) 


9—12 


如 图 3, 过 点 B 作 BELAC, 点 五 为 垂 足 ， 
过 点 C 作 CRP1L4B， 点 五 为 和 王 足 则 CR = 
h(z)， 


A 人 < 
设 BE = a, 


易 得 Rt 人 ABE 与 5 RtAACFF 相似 ， 于 是 有 


BE OF 2 hz) .h(x 
-Mi A0' 得 4C = 一， 
AO = O00 = 2 
20 


又 ZBOC = 45°, 在 等 膀 直角 和信 OBE 中 ， 
OE = BE=a, 
于 是 AB = AO+OB= 7) +a, 


EC=OC0_OE=* 2 _ 


在 Rt 入 ABE 与 RtABEC 中 ， 由 勾 股 定理 
得 AB? = BE?+ AE?, BC? = BE + EO2, 


代入 得 2 = 《 工 亲 2 + +a2, 1 


2 
(22 十 o2, 展开 后 相 减 , 可 得 
2 
plz) = 二 





如 图 4, 作 AOBSC 的 外 接 圆 ， 由 BC = 
1 及 -BOC = 45°, 可 知 点 OO 在 优 弧 BC 上 运 
动 , 此 时 平行 线 4B 与 CD 之 间 的 距离 h(x) 的 
取 值 范围 为 0 < h(x) < 1( 当 且 仅 当 平 行 四 边 
形 4A4BCOCD 为 矩形 时 h(x) 取 到 最 大 值 1), 于 是 
可 解 得 1 < x 志 V2+1. 


ES 
S 


图 4 


解法 简 析 : 本 解法 中 构造 了 相似 的 直角 三 
角形 , 再 利用 勾 股 定理 求解 . 在 几何 中 融入 代 
数 运算 , 这 是 初中 阶段 学 习 的 平面 几何 知识 的 
再 运用 . 但 是 这 一 解法 要 求 出 定义 域 是 有 难度 
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的 , 学 生 在 该 解法 中 只 求 出 了 zx > 1, 而 没有 能 
够 完全 求解 正确 , 笔者 给 出 了 利用 数 形 结合 以 
及 极限 思想 求解 定义 域 的 方法 . 

上 述 学 生 的 几 种 解法 , 给 我 们 教学 带 来 的 
启示 是 : 

在 教学 中 要 关注 如 何 将 一 些 常 见 的 条 件 
进行 等 价 转 化 , 通过 不 同 的 转化 , 可 以 用 不 同 
的 方法 去 处 理解 决 . 

本 题 给 出 的 条 件 是 平行 四 边 形 对 角 线 的 
夹 角 以 及 平行 四 边 形 的 一 边 , 而 这 两 个 条 件 恰 
好 是 在 和 人 OBC 内 . 根据 这 些 条 件 最 容易 想到 
的 就 是 余弦 定理 , 这 是 学 生 较 为 熟悉 的 工具 ， 
但 是 在 教学 中 除了 讲授 用 正弦 定理 和 余弦 定理 
求解 一 些 三 角形 问题 外 , 还 可 以 适当 地 增加 类 
似 于 本 题 的 平行 四 边 形 等 问题 , 通过 平行 四 边 
形 的 一 些 性 质 将 边 角 联 系 在 -~ 起 , 拓展 学 生 的 
思维 . 

本 题解 法 2 是 利用 坐标 系 、 设 角 作 为 参数 
来 求解 . 虽然 本 题 中 的 自 变 量 已 经 给 定 , 但 是 
设 平行 四 边 形 的 一 个 内 角 为 变量 , 很 快 能 确定 
平行 四 边 形 各 个 顶点 的 坐标 , 从 而 用 解析 法 来 
求解 , 既 体 现 出 三 角 酌 数 中 的 角 为 参 变 量 方法 
的 优越 性 , 又 体现 了 坐标 法 的 简洁 性 

目前 新 课 改 的 教材 中 向 量 的 地 位 比 以 前 
提高 了 , 平面 向 晤 是 沟通 代数 、 几 何 和 三 角 也 
数 的 一 种 工具 , 也 通常 是 这 三 者 的 交汇 点 ， 因 
此 , 越 来 越 多 的 学 生 会 利用 向 量 这 一 工具 去 解 
题 , 尤其 是 在 建立 坐标 系 后 往往 直接 会 想到 用 
向 量 的 方法 去 求解 . 

对 于 函数 定义 域 的 确定 , 在 平时 的 教学 
学 生 届 到 的 都 是 能 够 简单 、 直 观 地 求 出 . 而 求 
解 本 题 的 定义 域 时 , 需要 从 题 中 找到 隐 含 的 条 
件 去 求解 , 因此 在 教学 中 也 可 适当 增加 这 人 一方 
面 的 相关 问题 , 研究 用 不 同 的 方法 进行 求解 . 
如 , 笔者 给 出 的 解法 3 中 定义 域 的 求法 , 是 根据 
同 弧 所 对 的 圆周 角 相 等 , 将 45 度 角 作为 一 长 度 
为 1 的 纺 所 对 的 圆周 角 , 从 动态 角度 分 析 两 条 
十 行 线 之 间距 高 的 取 值 范围， 人 
为 严谨 了 

总 之 , 了 落 数 作为 高 中 数学 的 主线 , 在 讲解 
其 他 知识 点 的 时 候 要 时 时 不 忘 函 数 的 思想 与 方 
法 , 将 这 些 知 识 与 沙 数 知识 有 机 地 融合 才能 用 
多 种 方法 去 解决 一 些 较为 复杂 的 问题 . 
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试卷 讲评 是 高 三 数学 复习 课 的 重要 形式 ， 


它 除 了 帮助 学 生 查 漏 补缺 , 完善 知识 结构 外 ， 
还 是 有 效 提 高 学 生 分 析 问 题 、 解 决 问 题 能 力 的 
主要 途径 ,在 实际 教学 中 , 很 多 老师 在 试卷 讲 
评 , 尤其 是 综合 题 讲评 时 大 多 就 题 讲 题 , 学 生 
被 动 接受 标准 答案 或 巧 思 妙 解 , 也 许 当 时 能 听 
懂 方 法 , 可 时 间 一 和 久 过 到 类 似 问 题 时 多 半 还 是 
无 从 下 手 . 那么 , 试卷 讲评 怎样 才 有 效 , 学 生 的 
解 题 能 力 怎 样 才 能 提高 呢 ? 带 着 这 样 的 困惑 ， 
笔者 进行 了 一 些 尝 试 , 现 将 自己 的 一 些 收获 整 
理 成 文 , 供 同 行 参考 . 

讲评 试题 “在 平面 直角 坐标 系 zOy 中 , 直 
线 z 一 y+1=0 截 以 原点 OO 为 圆心 的 圆 所 得 的 
弦 长 为 V6. 

(1) 求 圆 O 的 方程 ; 

(2) 若 直 线 ! 与 圆 O 切 于 第 一 象限 , 且 与 
坐标 轴 交 于 点 D、EB, 当 DE 长 最 小 时 , 求 直 
线 ; 的 方程 ; 

(3) 设 M、P 是 圆 O 上 任意 两 点 , 点 M 关 
于 z 轴 的 对 称 点 为 点 NN, 若 直线 MP、NP 分 
别 交 z 轴 于 点 (m,0)、(n,0), 问 mm 是 否 为 定 
值 ? 者 是 , 请 求 出 该 定 值 ; 若 不 是 , 请 说 明理 由 . 

一 、 讲 评 准 备 

该 题 主要 考查 直线 与 圆 的 方程 、 直 线 与 贺 
的 位 置 关系 以 及 解析 几何 中 的 定 值 问 题 , 对 学 
生 分 析 问 题 、 代 数 运算 能 力 的 要 求 较 高 . 

讲评 前 , 笔者 先 对 学 生 的 答题 情况 做 了 
统计 和 分 析 : 该 题 满 分 为 16 分 , 班级 平均 分 
为 10.7 分 , 绝 大 多 数学 生 能 顺利 解 出 前 两 道 
小 题 , 三 分 之 一 左右 的 学 生 也 可 以 正确 完成 
第 (3) 小 题 . 主要 方法 为 : 
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方法 1: 先 设 出 点 M、 己 坐标, 写 出 直线 
MP、NP 的 方程 后 再 分 别 求 出 m、n, 最 后 证 
明 mm 为 定 值 . 

个 别 学 生 采 用 了 以 下 方法 : 

方法 2: 先 设 出 点 MM、 书 坐标 , 再 根据 MP 
经 过 点 (m,0) 及 直线 NP 经 过 点 (n,0) 分 别 求 
出 m、%n, 最 后 证 明 mm 为 定 值 . 

两 种 方法 并 没有 本 质 区 别 , 只 是 方法 2 比方 
法 1 更 简洁 . 

没有 能 解 出 第 (3) 小 题 的 学 生 中 , 少 部 分 
是 m、n% 求 错 了 , 其 余 则 是 因为 缺少 思路 或 计 
算 繁 琐 而 放弃 了 求解 . 

由 以 上 分 析 可 以 看 出 , 涉及 代数 运算 的 解 
析 几 何 综合 题 仍然 是 学 生 的 一 个 难点 , 尽管 经 
过 了 前 期 的 复习 与 训练 , 学 生 分 析 问 题 、 计 算 
求解 的 能 力 还 天 加 强 , 所 以 试题 讲评 的 重点 是 
如 何 对 条 件 进 行 加 工 、 重 组 , 通过 改进 方法 来 
避免 复杂 的 计算 . 

二 、 讲 评 过 程 

1. 尝试 新 问题 

考虑 到 三 分 之 一 左右 的 学 生 已 经 解 出 原 题 ， 
为 进一步 提高 他 们 的 参与 度 , 上 课时 没有 直接 
讲评 原 题 , 而 是 先 给 出 一 个 与 人 相 们 的 六 问题 . 

问题 1 已 知 M、P 是 椭圆 二 十 轧 =1 上 
的 任意 两 点 ， 点 MM 关于 z 轴 的 对 车 点 钓 点 N， 
若 直 线 MP、NP 分 别 交 Zz 轴 于 点 (m,0)、(mn, 0)， 
求证 : mm 为 定 值 . 

面 对 这 样 一 道 似 曾 相 识 的 新 间 题 , 大 部 分 
学 生 都 乐意 一 试 身 手 . 会 做 的 学 生 可 以 重 温 原 
题 的 解 题 过 程 、 改 进 求解 方法 , 而 考试 时 思维 
受阻 的 学 生 也 可 以 通过 重新 审题 、 分 析 来 积累 
解 题 经 验 . 


9—14 


这 道 题 的 解决 方法 与 原 题 如 出 一 轩 , 只 是 
计算 略微 复杂 . 在 学 生 尝 试 求解 后 , 讲评 的 工 
作 还 是 由 他 们 完成 : 先 选择 几 个 学 生来 说 解 古 
思路 , 在 对 比 、 分 析 这 些 方法 后 , 让 学 生体 会 
如 何 对 条 件 进 行 加 工 、 重 组 , 进而 感悟 问题 的 
本 质 , 领会 如 何 才 能 避免 复杂 的 计算 . 

2. 回 看 原 问 题 

解决 了 新 问题 , 让 学 生 再 回头 来 看 原 问题 ， 
一 切 是 那么 日 然 号 和 谐 : 不 论 曲线 是 图 还 是 本 


圆 ， 都 有 = 人 


2 而 点 M(z1, 1)、 

P{x2, y2) 在 曲线 上 ， 只 要 将 ZT1、X2 用 Yi、 名 表 
示 后 即 可 证 得 mm 为 定 值 . 

看 到 同样 的 结论 在 圆 和 椭圆 中 都 成 立 , 学 
生 的 思维 立刻 被 激活 , 这 时 老师 可 以 先 引 导 学 
生 思 考 原 题 中 定 值 的 几何 意义 以 及 这 两 个 定 值 
之 间 的 联系 , 再 让 学 生 从 解 题 方法 、 思 维 策略 
等 方面 进行 反思 , 从 而 更 好 地 领会 思想 方法 、 
揭示 问题 本 质 . 

3. 探究 新 结论 

在 学 生 收 获 成 功 喜 悦 的 时 候 , 对 试题 的 研 
究 还 可 以 继续 深入 . 老师 引导 学 生 思 考 : 椭圆 
与 双 曲 线 有 许多 相似 的 性 质 , 既然 在 椭 图 中 有 
上 述 结 论 , 那么 在 双 则 线 、 抛 物 线 中 也 有 相似 
的 结论 吗 ? 思维 的 火花 被 点 燃 , 学 生 们 纷纷 投 
入 到 新 问题 的 探究 之 中 . 尽管 只 是 原先 解法 的 
再 实施 , 但 学 生 可 以 在 巩固 方法 的 同时 再 次 感 
受 解 析 几 何 的 重要 思想 方法 : 坐标 法 和 设 而 不 
求 . 此 时 学 生 由 一 个 “ 解 题 者 ” 向 “研究 者 ” 转 
变 . 

经 过 计算 可 以 发 现 , 双 曲 线 具 有 相似 的 结 
论 : a2 p2 

结论 已 知 M、 忆 是 双 曲 线 -5 一 =1 上 上 
的 任意 两 点 , 点 M 关于 zx 轴 的 对 称 点 为 点 AN， 
车 直线 MP、NP 分 别 交 zz 轴 于 点 (rz, 0)、(m 0)， 
则 mmn=a2. 

抛物 线 则 没有 相似 的 结论 

通过 对 比 圆 、 椭 加 和 双 曲 线 中 的 定 值 , 学 
生 不 仅 感 受到 数学 的 和 谐 、 统 一 之 美 , 更 能 
验 到 探究 的 精彩 , 激发 学 习 的 兴趣 . 

4. 生成 新 问题 

在 学 生 认 为 试题 讲评 即将 结束 时 , 老师 要 
留 出 时 间 , 引导 学 生 继续 思考 : 这 样 的 问题 能 
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否 通过 改变 条 件 或 结论 生成 新 闻 题 呢 ? 接 下 来 
让 学 生 进 行 小 组 讨论 , 利用 上 述 解 题 方法 与 探 
究 结论 编制 新 问题 . 这 时 试题 讲评 就 由 解 题 教 
学 升华 为 问题 研究 , 学 生 也 由 被 动 接 受 方法 转 
变 为 享受 解 题 过 程 . 
尝试 后 让 学 生 们 进行 成 果 展 示 , 其 余 

学 生 可 以 求解 、 点 评 . 师 生 一 起 收获 不 少 有 价 
值 的 问题 : 

问题 2 过 点 (2, 0) 作 直 线 !/ 交 圆 z2 十 y= 
1 于 M、PP 两 点 , 车 M 关 于 z 轴 的 对 称 点 为 
点 入, 求证 : 直线 NP 经 过 定点 . 

3 过 点 (m,0) (m > a) 作 直线 1 交 柱 


图 0 b=1 于 M、P 两 点 ,车 M 关 于 z 轴 的 


对 称 点 交点 求证 : 直线 NP 经 过 定点 . 
问题 4 ,过 把 (mu 0) (0 < 和 im < ow 作 直 线 ! 


交 双 曲线 所 一 与 二 1 于 M、 忆 两 点 , 若 M 关 
于 z 轴 的 对 称 点 为 点 N, 求证 : 直线 NP 经 过 
定点 . 

问题 5 


过 直线 zz =m (m > aa) 上 任意 一 
点 作 直 线 1 交 精 加 所 二 =1 于 M、 已 两 点 , 藻 


M 关 于 z 轴 的 对 称 点 为 点 六 , 求证 : 直线 NP 
经 过 定点 . 
问题 6 过 直线 xz = m0 m < 0) 上 任 


意 一 点 作 直 线 ! 交 双 曲 线 邱 ~ 性 = 1 于 
M、 已 两 点 , 若 凡 关于 z 轴 的 对 称 点 为 点 N， 
求证 : 直线 NP 经 过 定点 . 

三 、 讲 评 反 思 

学 生 是 教学 过 程 的 主体 , 更 是 试卷 讲评 的 
主角 , 所 以 试卷 讲评 时 要 充分 调动 他 们 的 积极 
性 , 把 蕴藏 在 他 们 身上 的 巨大 潜能 挖掘 出 来 ， 
决 不 能 由 老师 一 人 包干 、 就 题 讲 题 . 讲评 过 程 
中 老师 可 以 先 让 学 生 说 出 解 题 思路 , 再 引导 他 
们 去 思考 还 有 没有 其 他 解法 , 进而 在 分 析 、 比 
较 各 种 解法 后 确定 最 优 解 法 、 抓 住 问题 木质 . 
只 有 这 样 , 学 生 的 思维 水 平 才能 得 到 提升 , 分 
析 、 解 决 问题 的 能 力也 才能 得 到 发 展 

提高 学 生 的 解 题 能 力 和 策略 水 平 是 试卷 讲 
评 的 根本 任务 . 讲评 过 程 中 教师 应 强调 通 性 
通 法 , 淡化 一 般 性 的 演算 , 在 揭示 问题 本 质 的 

(下 转 封底 ) 
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近 几 年 的 高 考 常 考查 这 样 一 类 问题 : 求 圆 
锥 曲线 上 的 动 点 M 到 一 焦点 下 与 一 定点 和 4 的 
距离 的 最 值 . 这 类 问题 也 屡 见 于 高 中 课本 和 教 
辅 书 , 呈现 形式 看 似 简 练 , 有 时 解答 起 来 却 极 
为 棘手 , 既 要 部 练 掌握 圆锥 曲线 的 定义 、 性 质 ， 
还 需 灵 活 运用 转化 与 化 娄 、 数 形 结合 等 思想 方 
法 , 对 直觉 思维 能 力 的 要 求 也 较 高 . 

除了 上 海 高 中 课本 , 各 省 市 高 中 课本 大 多 
都 介绍 了 圆锥 曲线 的 统一 定义 上述 问题 常 
会 讨论 1M4| 十 : IME| (e 是 圆锥 曲线 的 离心 
率 ) 的 最 值 , 这 样 容易 通过 “化 曲 为 直 * 来 解决 . 
但 是 , 这 里 的 系数 条 件 似 乎 苛求 , 并 显得 生硬 ， 
学 生 也 难以 弄 清 系数 的 设 署 用 意 . 鉴于 此 , 笔 
者 拟 就 求 |MF| 十 1MA4| 的 最 值 情况 , 找 准 问题 
的 实质 背景 , 进行 一 些 通 解 探讨 , 梳理 出 便于 
应 用 的 结论 , 供 读者 解 题 参考 . 

结论 1: 已 知 点 已 、 局 是 长 轴 长 为 2c 的 椭 
区 的 两 个 焦点 , 点 4 是 一 个 定点 , 点 M 是 椭圆 
上 的 动 点 , 则 

(1) 若 点 4 在 椭圆 内 , 则 MRI + AMX4I 的 
最 小 值 是 2a 一 |4F'|, 此 时 点 M 是 椭圆 与 线 
段 F'4 延 长线 的 交点 ; |MF| 十 |MA4| 的 最 大 值 
是 2 十 |4F|, 此 时 点 M 是 桶 加 与 线段 4F' 延 
长 线 的 交点 . 

(2) 若 点 4 不 在 桶 圆 内 ， 则 |XMF| 十 
IMA| 的 最 小 值 是 |4F|, 此 时 点 MX 是 椭圆 与 线 
段 AF 的 交点 ; |M 如 二 |M4| 的 最 大 值 是 2a 十 
4 站 此 时 扣 放 是 椭圆 与 线段 4F' 延 长 线 的 
次 点. 

证 明 : (1) 如 图 1(1), 点 4 在 椭圆 内 . 

由 椭圆 的 定义 , 得 |MRI +IM4| = 2a 一 
IMF'|I+|IMA|=2a+ (MA|- |MF'). 

由 三 角形 的 性 质 , 得 ||M4| 一 IMF'|| < 
14F', 即 一 14 < MA4I -|MF'| < |4AF'. 





图 1 


当 点 凤 是 椭圆 与 线段 尺 4 延 长 线 的 交 
所 时 ，(M4| - RD)min = 一 |4F'|， 所 
以 (MRI 二 MX4)ain = 24a 一 |4F'|; 当 点 凡是 
椭圆 与 线段 4F' 延 长 线 的 交点 时 , (|MA| 一 
[MF |)max = |AF'|, 所 以 (IMFI+|IMA|)max = 
2a + |4AF'|. 

(2) 如 图 1(2), 点 4 不 在 椭圆 内 . 

显然 , 当 点 M 是 椭圆 与 线段 4 六 的 交点 
时 ， (MRI 十 |M Al|)min = |4AF|. 

同 (1), 当 点 MM 是 椭圆 与 线段 4F' 延 长线 
的 交点 时 , (I F| 十 IM Al)max = 2a+|AF'|. 

例 1 已 知 椭圆 元 十 二 = 1 的 右 焦点 
为 了 ， 点 4(2,2) 在 桶 圆 内 , 点 MM 是 柏 贺 上 的 
动 点 , 求 |ME| 十 |MA| 的 最 小 值 与 最 大 值 . 

解 : 由 椭圆 的 方程 可 知 , 左 焦点 F'( 一 4,0)， 
长 轴 长 2a = 10, 则 

IMF| + |MA| = 10 + (|[MA| — |MF'), 
I4F’| = 2V10. 

由 三 角形 的 性 质 , 得 一 |4F'| < |M4| 一 
IMF'| < |4F'. 

当 点 MM 是 椭圆 与 线段 Fi4 延 长 线 的 交 
点 时 , (|[MF| + |MAl)min = 10 一 2Vi0; 当 
点 M 是 椭圆 与 线段 4 天 延长 线 的 交点 时 ， 
(IMF|I + |MA|)max = 10 + 2V10. 

结论 2: 已 知 点 万 、F' 是 实 轴 长 为 2a 的 双 
曲线 的 两 个 焦点 , 点 4 是 一 个 定点 , 点 M 是 双 
曲线 上 的 动 点 , 则 
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(1) 若 点 4 在 与 焦点 已 对 应 的 双 曲 线 分 
支 内 , 则 |MF| 十 |M4| 的 最 小 值 是 |4F'| 一 20， 
此 时 点 MM 是 该 双 曲 线 分 支 与 线段 AF 的 交点 ， 
但 没有 最 大 值 . 当 限 定点 M 在 双 曲 线 的 男 一 文 
上 时 , |MF|+ M4| 的 最 小 值 是 |4F'| 十 24, 此 
时 点 M 是 双 曲 线 的 另 一 支 与 线段 4AF' 的 交点 ， 
但 没有 最 大 值 . 

(2) 若 点 4 不 在 与 焦点 对 应 的 双 曲 线 
分 支 内 ， 则 |MF| + |M4I 的 最 小 值 是 |4 忆 |， 
此 时 点 MM 是 该 双 曲线 分 支 与 线段 4F 的 
交点 ,但 没有 最 大 值 . 当 跟 定点 M 在 双 曲 
线 的 另 一 支 上 时 ，|MRI + |M4I 的 最 小 值 
是 |4F| 或 |4F'| + 2a, 此 时 点 M 是 双 曲 线 的 
另 一 支 与 线段 4F 或 AF' 的 交点 , 但 没有 最 大 





线 分 支 内 ， 讨论 如 下 : 
当 点 衣 在 与 焦点 下 对 应 的 双 曲 线 分 支 上 


时 ,如 图 2(1)， 由 双 曲 线 的 定义 , 得 |MF| 十 
IMA| = IMF'| - 2a+M4 = (MAI+ 
IMF'|) ~ 20. 

由 三 角形 的 性 质 , 得 |MA| + |MF'| > 
Ia4F'|. 


当 点 计 是 该 双 曲 线 分 支 与 线段 4 的 
交 扩 时 ，(|MA| + |M 玉 min = 二 |4 天 |， 所 
以 (MEF|I+ |MADmin = |AF'| — 20. 

当 点 放 在 双 曲 线 的 男 一 支 上 时 ， 如 
图 2(2)， 由 双 曲 线 的 定义 , 得 [MRI + Ma4I = 
IMF’'|+2a+|MA|= (MA|+|MF'|) + 20. 

当 点 M 是 双 曲 线 的 另 一 支 与 线段 AF' 的 
交点 时 ，(lM4| + |MMFI)min = |4F"|， 所 
BMEF|I+|MA|)min = |AF| + 20. 

显然 , 无 论点 M 在 双 曲 线 的 哪个 分 支 上 ， 
ME +IM4I 都 没有 最 大 值 . 

综 上 可 知 ，|MREI + |M4I E [4 一 
2a, 二 co). 
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(3) 
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(2) 若 点 4 不 在 与 焦点 下 对 应 的 双 曲 线 分 
支 内 , 讨论 如 下 : 

当 点 MM 竹 与 焦点 下 对 应 的 双 曲 线 分 支 上 
时 , 如 图 3(1), 容易 看 出 , (|[MF| 寺 |MA|)min = 
|4 古 , 此 时 点 M 是 该 双 曲 线 分 支 与 线段 A 玉 的 

当 点 M 在 双 曲 线 的 另 一 支 上 时 ， 若 
点 4 在 与 焦点 到 对 应 的 双 曲 线 分 支 内 ， 如 
图 3(2), 则 (MF| 十 |MAl)min = |4F|, 此 时 
点 MM 是 双 曲 线 的 另 一 支 与 线段 4F 的 交点 ; 
车 点 4 在 双 曲 线 上 或 位 于 两 个 分 支 之 闻 ， 
如 图 3(3), 则 (MFI + MAl)min = (天 | 十 
IM4|)min 十 24 = 14F'| 十 26, 此 时 点 MM 是 双 曲 
线 的 另 一 支 与 线段 4F' 的 交点 , 并 且 |4 灵 | 十 
2a 之 |AF|. 

显然 , 无 论点 MM 在 双 曲 线 的 哪个 分 支 上 ， 
|MF|+ |M4| 都 没有 最 大 值 . 

综 上 可 知 , |MFI+|MA|e [|4F|,+o0). 

例 2 (2009 年 辽 人 宁 省 高 考 理 科 试 题 ) 已 
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知 点 所 是 双 上 曲线 一 二 二 1 的 左 焦 点 ， 
点 4(1,4 和 ， 点 一 是 双 曲 线 右 支 上 的 动 点 ， 
则 |P4| 十 |PF| 的 最 小 值 为 
解 : 由 双 曲 线 的 方程 可 知 ， 右 焦点 F’(4,0), 

实 轴 长 24 = 4, 则 

(IPA| + |PF|)min = (JPA| + |PF'|)min + 

=|AF'|+4=5+4=9. 
例 3 (2009 年 重庆 市 高 考 文科 试题 ) 已 知 
以 原点 OO 为 中 心 的 双 曲 线 的 一 条 淮 线 方程 

为 了 一 2 离心 率 e 一 5. 





2012 年 第 9 期 
(1) 求 该 双 曲 线 的 方程 ; 
(2) 若 点 4 的 坐标 为 (一 v5,0), B 是 圆 x? 
+( 一 V5)? = 1 上 的 点 ; 点 M 在 双 曲 线 右 支 


上 , 求 |M4|+|MBI 的 最 小 值 , 并 求 此 时 M 点 


的 坐标 . 
2 
解 : (1) z2 一 全 =.1. 


(2) 记 点 D(V5,0), 则 点 4、D 为 双 曲 线 


的 左 、 右 焦点 . 

由 双 曲 线 的 定义 , 得 |M4| + |MB| = 
IMB|+|IMD|+2 > |BD|+2. 

因为 点 已 是 圆 z2 + (y 一 V5)? = 1 上 的 
点 , 其 圆心 为 C(0, V5), 半径 为 1, 所 以 |BD| > 
ICD| -1 = Vi0-1, 从 而 |MA|+ |MB| > 
V1i0+1. 

综 上 可 知 当 且 仪 当 点 M、B 都 在 线 
段 CD 上 时 , 上 述 等 号 成 立 , |M4| + |MBI 的 
最 小 值 为 V10 填 1. 

此 时 , 直线 CD 的 方程 为 y = 一 zx 十 V5， 
点 MX 在 双 曲 线 右 支 上 . 


由 yt VD 


4z2 — op (x > 0) 


解 得 点 M + Ws o/s_ a0 

结论 3: 已 知 抛物 线 的 焦点 下 和 谁 线 1, 定 
点 4 到 准 线 1 的 距离 为 d, 点 M 是 抛物 线 上 的 
动 点 , 则 z 

(1) 车 点 4 在 抛物 线 内 , 则 MEI + MX4I 
的 最 小 值 是 d, 此 时 点 M 是 抛物 线 与 过 点 4 垂 
直 于 淮 线 1 的 直线 的 交点 , 但 没有 最 大 值 . 

(2) 若 点 4 不 在 抛物 线 内 , 则 |MF|+|MA4| 
的 最 小 值 是 |4 如 此 时 点 M 是 抛物 线 与 线 
段 AF 的 交点 , 但 没有 最 大 值 . 

证 明 : (1) 如 图 4(1), 点 4 在 抛物 线 内 . 

由 抛物 线 的 定义 , 得 |MF| 等 于 点 M 到 准 
线 1 的 距离 |MMi|, 从 而 

IMFI+|MA|= |MMi| + |MA4I 
一 


之 |AAi| 


数学 教学 





(2) 
图 4 


当 点 M 是 抛物 线 与 过 点 4 垂直 于 准 
线 ! 的 直线 441 的 交点 时 , |MF| 十 |MA4| 的 最 
小 值 是 d; 显然 , MMR 十 |MA| 没 有 最 大 值 . 

(2) 如 图 4(2), 点 4 不 在 抛物 线 内 . 

容易 看 出 , 当 点 M 是 抛物 线 与 线段 4 已 的 
交点 时 , |MRI 十]MA4| 的 最 小 值 是 14AF|; 显然 ， 
IMF|+ MA4| 没 有 最 大 值 . 

例 4 (2008 年 辽宁 省 高 考 理科 试题 ) 已 
知 点 忆 是 抛物 线 妨 = 2zx 上 的 一 个 动 点 ， 则 
点 PP 到 点 (0,2) 的 距离 与 点 书 到 该 抛物 线 准 线 
的 距离 之 和 的 最 小 值 为 .….-..…......... ( ) 


人 (B)s (COVE (CD)2 


解 : 由 已 知 , 抛物 线 的 焦点 为 下 5:0 
点 4(0,2) 在 抛物 线 的 外 部 .又 点 己 到 准 线 的 距 
离 等 于 |PR |P4|+LPRI > |AF|= < 故 
答案 为 (A). 

例 5，( 上 海 市 高 二 课本 第 68 页 练习 8) 已 
知 点 4 的 坐标 为 (3,2)， 点 五 为 抛物 线 y2 = 
22z 的 焦点 , 若 点 尸 在 抛物 线 上 移动 , 求 |P4| + 
LPF| 的 最 小 值 , 并 求 此 时 后 忆 的 坐标 . 

1 解 : 依 题 意 ， 点 和 4 在 抛物 线 内 ， 到 准 线 x = 

-5 的 距离 |44i| = 7 

由 抛物 线 的 定义 , 得 |PF| 等 于 点 忆 到 准 


线 的 距离 |PPRi|, 从 而 


IPAI+IPF| =|PAI+IPR| > |441| =3 
当 点 也 是 抛物 线 与 直线 y = 2 的 交点 


7 
(2, 2) 时 ， (|P4 十 [PF|)min 一 2 
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正方 形 的 剪裁 拼接 问题 


201713 上 海 市 朱家角 中 学 ” 洪 文 德 


一 、 问 题 的 背景 

2002 年 全 国 高 考 文科 试题 第 22 题 : 

(I) 给 出 两 块 相同 的 正三 角形 纸 片 (如 图 
1I、 图 2)， 要 求 用 其 中 一 块 剪 拼 成 一 个 正三 楼 
锥 模型 , 另 一 个 剪 拼 成 正三 棱柱 模型 , 使 它们 
的 全 面积 都 与 原 三 角形 的 面积 相等 , 请 设计 一 
种 剪 拼 方法 , 分 别 用 虚线 标示 在 图 1、 图 2 中 ， 
并 做 简要 说 明 ; 


图 2 


(II) 试 比较 你 剪 拼 的 正三 楼 锥 与 正三 楼 柱 
的 体积 的 大 小 ; 

(II) 如 果 给 出 的 是 一 块 任意 三 角形 的 纸 
片 (如 图 3), 要 求 剪 拼 成 一 个 直 三 棱柱 模型 , 使 
它 的 全 面积 与 给 出 的 三 角形 的 面积 相等 , 请 设 
计 一 种 前 拼 方 法 , 用 虚线 标示 在 图 3 中 , 并 作 简 
要 说 明 . 


图 3 


该 题 主要 是 考查 学 生 的 空间 想象 能 力 、 
动手 操作 能 力 、 探 究 能 力 和 灵活 运用 所 学 知识 
解决 现实 问题 的 能 力 . 

正三 角形 、 和 矩形 、 正 方形 等 是 常见 的 具 
有 特殊 性 质 的 几何 图 形 , 有 关 这 类 特殊 几何 
图 形 的 剪裁 、 拼 接 、 翻 折 等 问题 , 在 一 些 教 辅 
书 、 竞 赛 题 及 近 几 年 的 中 、 高 考题 中 经 常 出 
现 . 这 类 问题 在 选 题 素材 、 语 言 设计 、 解 题 方 
法 等 方面 都 有 其 鲜明 的 特点 , 是 培养 学 生 数 学 
思维 的 好 素材 、 好 题目 . 数学 “应 用 问题 > 应 
源 于 实际 , 其 所 用 到 的 数学 基础 知识 应 符合 教 
学 大 纲 的 要 求 , 是 学 生 经 过 努力 能 够 解决 的 一 
种 问题 . 由 于 这 样 的 问题 比较 贴近 学 生 的 生活 ， 
元 科学 性 、 思 想 性 、 典 型 性 、 趣 味 性 于 一 体 ， 
因此 能 提高 学 生 学 习 数 学 的 兴趣 , 促进 他 们 形 
成 科学 解 题 的 思想 方法 . 因此 , 由 该 高 考试 题 
出 发 , 我 们 提出 下 面 所 逢 研究 的 问题 . 

二 、 问 题 的 引出 

问题 : 如 图 4, 甲 、 乙 是 边 长 为 4a 的 两 张 
正方 形 纸 片 , 现 将 甲 剪 拼 成 一 个 正四 楼 柱 ( 有 
盖 的 ), 将 乙 剪 裁 拼 接 成 一 个 正四 棱锥 , 使 它们 
的 全 面积 都 等 于 原 正 方形 的 面积 . 


图 4 


将 剪裁 方法 用 虚线 标示 在 图 中 , 并 作 简 要 
说 明 . 

三 、 问 题 的 解决 

(一 ) 正四 棱柱 的 剪 栽 拼 接 
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1. 几 种 剪裁 拼接 正四 楼 柱 的 方法 
图 5 是 以 24 为 底面 边 长 , o 为 高 的 正四 
雏 杜 , 易 算 出 全 = 4a2 .au = 4a3; 图 6 是 
以 了 为 底面 边 长 536 为 高 的 正四 校 柱 , 易 
Rm 生 - 学 图 7 是 以 a 为 底面 
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边 长 ， 7。 为 的 正四 楼 村 =02. 0- a3. 


由 此 可 以 知道 , 不 同 的 前 哉 方法 所 得 的 正 贸 楼 
柱 , 其 体积 是 不 同 的 , 自然 地 , 我 们 提出 这 样 的 
问题 : 通过 剪 拼 而 得 的 正四 楼 柱 , 其 体积 是 否 
存在 最 大 值 ? 车 有 最 大 值 , 那么 是 否 存在 某 种 
剪裁 方法 , 使 所 得 的 正四 棱柱 的 体积 恰好 为 此 
最 值 ? 








2. 正四 校 柱 体积 的 最 值 

设 正 四 棱柱 底面 边 长 为 z, 高 为 yy， 则 满 
足 16a2 = 2z2 十 4zy = 272 十 2z7 + 2xYy 3 . 
/222 . 27Yy :27y 二 6. 23/7z4y2, 当 且 仅 当 2x? = 
2zy 时 , 即 z = 9 = 3V6o 时 , 等 号 成 立 , 故 当 


三 YY 二 2 V6a 时 , Vmax = lVS6s, 即 拼接 成 


正方 体 时 体积 最 大 . 
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3. 体积 最 大 的 正四 棱柱 的 前 拼 
既然 正四 楼 柱 的 体积 有 最 大 值 , 那么 经 过 
怎样 的 剪裁 , 可 以 使 所 拼接 成 的 正四 棱柱 的 体 
积 最 大 呢 ? 

(1) 由 前 面 讨 论 知 ， 将 16a2 的 正方 形 纸张 
制作 成 一 个 边 长 为 =V5o 的 正四 楼 柱 是 体积 
a 可 考虑 从 正方 形 的 纸张 上 前 裁 出 边 
3V6 的 小 正方 形 作 为 正四 棱柱 的 上 下 底 


面 ， 也 起 tan 30° = 2 sin 45° = 2 
首先 , 如 图 8, 其 中 LBAD = 30°, ZBCD 
二 45°,， 由 于 4D = 4a, 则 得 BD = $Vgo, 


BC SVia, 为 BC 的 中 点 ， 故 EC = 
2 6 

然后 , 取 EBC 的 长 度 构造 四 个 全 等 的 小 正 
方形 , 如 图 9, 线段 BF 将 剩余 部 分 等 分 为 两 个 
全 等 的 直角 梯形 , 分 别 记 作 梯形 ABEF、 梯 
形 CDEF, 其 中 4B = CD = (4- 3v6) a, 


BE = DE = 4 V6a, AF = 二 CF = 4a. 下 面 的 
问题 是 : 这 两 个 梯形 是 否 可 以 通过 有 限 次 的 前 
裁 , 使 得 可 以 拼接 为 两 个 以 二 5V6a 为 边 长 的 正 
方形 ? 
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接着 再 将 两 个 梯形 4BEF、CDEF 如 

10 所 示 拼 接 成 矩形 4BCD， 则 BC = 

+ $V6) a AB= ( _ V6) o, 作 中 位 线 

MN, 下 面 需 要 求证 : (如 图 11 ) 

长 为 2+ 53V6 a, 宽 为 4- SV6 a 的 

和 矩 形 A4BMN 能 否 经 过 有 限 次 的 剪裁 , 使 得 可 
以 拼接 成 边 长 为 3V6a 的 正方 形 ? 


4 广 -2 A—_B 
EB 

F/Mep > Nt:|m 

E 


D 
因为 (2+3 3 2 6a ¢ Q+， 所 以 不 


可 能 将 该 矩形 4BMN 通过 有 限 次 剪裁 而 拼接 
成 满足 条 件 的 正方 形 , 故 边 长 为 4a 的 正方 形 不 


可 能 通过 药 夫 而 拼接 成 体积 为 6V8as 的 正四 
棱柱. 

既然 实际 中 无 法 拼接 出 理论 上 的 体积 最 
大 的 正四 楼 柱 , 那么 如 何 剪 拼 可 以 使 得 所 得 正 
四 棱柱 的 体积 接近 理论 最 值 呢 ? 

(2) 通过 分 析 图 5、 图 6、 图 7 的 剪裁 方 
法 , 发 现 它们 有 个 共同 之 处 是 : 将 原 正 方形 的 
边 长 等 分 , 所 得 正四 棱柱 的 底面 边 长 分 别 是 原 
正方 形 边 长 的 、 3、, 如 果 底面 边 长 是 原 正 
方形 边 长 的 元 时, 是 不 是 也 可 以 寺前 拼接 成 正 
四 棱柱 ? 

设 正 棱柱 的 底面 边 长 为 =， 高 为 9， 因 


为 2z2 十 4xy 二 (4a)2， 得 ? = sae 所 以 
0 < 了 z 所 2vV2a. 
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将 原 正 方形 边 长 4 等 分 , 则 所 有 得 到 的 正 
四 棱柱 的 底 、 高 的 长 度 及 体积 数 见 表 11: 


表 工 
底面 边 长 z a 2a 
7 
商 vy 7 a 
体积 V 03 4a3 
将 原 正 方形 边 长 5 等 分 , 则 得 到 的 所 有 正 
四 棱柱 的 底 、 离 的 长 度 及 体积 数 见 表 2: 
表 2 
底面 边 长 x So =0 Ta 
23 17 了 
高 y 5° 10° 15° 
368 544 336 
体积 V TA 了 5 了 5 


将 原 正方 形 边 长 6 等 分 , 则 所 有 得 到 的 正 
四 棱柱 的 底 、 高 的 长 度 及 体积 数 见 表 3: 


表 3 
底面 边 长 zx Sa So 20 3 
闹 y Eo da a aa 
体积 站 到 0 0 4a3 0 


一 般 地 ， 将 边 长 为 4a 的 正方 形 边 
长 nn 等 分 后 ， 则 得 到 的 所 各 正 国税 柱 的 


底 z = 外 高 y 一 六 及 体积 VV = 
亿 kn 


1 (2), 3 其 中 < nkeN:. 


对 吓 这 种 前 裁 方法 笔者 编 了 一 个 
MATLAB 程序 进行 验证 : 当 任 意 输入 ac、?7 的 
值 时 , 我 们 将 得 到 一 个 矩阵 列表 , 见 表 4, 其 中 
第 一 列表 示 将 原 正方 形 边 长 进行 几 等 分 , 第 二 
列表 示 此 时 体积 的 最 大 值 , 第 三 列表 示 与 理论 
体积 最 大 值 之 间 的 误差 , 例如 : 当 a = 1, n = 
30 时 , 从 表 中 可 见 ， 将 原 正 方形 过 长 22 等 分 或 
37 等 分 时 (分 别 取 底 边 长 为 8 或 4 2), 可 
构造 出 正四 棱柱 , 使 其 体积 与 边 长 为 V6 6 的 正 
方 体 体积 非常 接近 . 
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(二 ) 正四 核 锥 的 藤 拼 

1. 几 种 可 以 前 拼 成 正四 棱锥 的 方法 

如 图 12, 若 以 正方 形 各 边 中 点 连结 而 成 的 
小 正方 形 边 为 裁剪 线 , 能 否 拼接 成 正四 楼 锥 ? 
答案 是 不 能 . 因为 沿 裁剪 线 翻 折 后 , 原 正 方形 
各 顶点 重合 于 一 点 , 这 点 即 为 原 正 方形 的 中 心 ， 
就 不 存在 四 棱锥 了 - 





12 
13 是 以 2a 为 底面 边 长 , 高 为 2V2a 的 正 
四 楼 锥 , 则 Vis = .4a? .2V5a 一 S20 





图 13 


图 14, 联想 到 勾 股 定理 的 证 明 , 可 设 直 角 
三 角形 的 两 条 直角 边 长 分 别 为 z, y(y > 7x), 于 


Z 十 9 一 4a， T=, 、 
， 则 构造 成 
2 3a 


是 ， 所 以 
y—z= 27 ? 一 

以 2 为 底面 边 长 ， 高 为 2V2a 的 正四 棱锥 ， 

Via = Vis = 5.40? .2V20 = 0. 
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图 14 


图 13、 14 的 正四 棱锥 的 底面 边 长 是 原 
正方 形 边 长 的 53? 那么 如 何 剪裁 使 正四 棱锥 的 


底面 边 长 是 原 正方 形 边 长 的 工 _ 工 昵 ? 
探讨 : 如 图 15, 将 边 AD 三 等 分 , 分 点 为 
上 筷 V、W; 将 边 BC 三 等 分 , 分 点 为 点 Y、Z. 
取 线 段 4V 的 中 点 U， 将 线段 VY 三 等 分 , 分 
点 为 点 百 、Gi; 将 线段 WZ 三 等 分 , 分 点 为 
点 所 、 肪 ， 再 将 线段 BY 分 成 三 段 , 使 BP : 
PQ:QY=1:6:1; 将 EF 分 成 三 段 , 使 
得 BEM :MN:NF=1:6:1. 
A UU VV 





若 将 正方 形 刀 FEFG 平 移 到 矩形 4BYV 
下 方 , 使 BF 和 BY 重合 , 则 MN 和 PQ 重合 . 
这 时 可 以 使 得 一 个 等 腰 三 角形 为 正四 棱锥 的 
一 个 侧面 , 再 以 小 正方 形 GY2G 万 作为 底面 , 便 
可 拼 成 一 个 正四 棱锥. 因为 斜 高 是 蕊 a 故 其 
高 为 2V7a,， 由 此 得 正四 楼 锥 的 体积 为 人 5 = 





1 /do\? 32V7 ， 
了- 3 .2V7a = D7 多 . 
. 如 图 16， 六 正方 形 一 边 裁 去 4 个 全 等 
[FA 


的 ac x 了 长 方形 ， 剩 下 4 个 全 等 的 a x 长 


方形 ， 且 沿 一 边 按 卫 : 工 取 点 ， 则 拼 成 的 正 
15 15 


四 棱锥 底面 边 长 为 a, 斜 高 为 2 x 本 4 一 本， 


高 为 2VIXa, Vis = .a2.2Vida 一 2Y 0s 
2. 正四 杰 锥 体积 的 最 什 


9—22 


TT TTT 





图 16 
同样 地 , 我 们 发 现 不 同 的 剪 拼 方法 所 得 到 
的 正四 楼 锥 体积 是 不 同 的 , 故 也 来 研究 一 下 正 
四 棱锥 体积 的 最 值 的 情况 . 
设 正四 楼 柱 的 底面 边 长 为 zZ,， 斜 高 为 尹 ， 
则 满足 z2 十 4. szh 二 1i6a2?， 所 以 h = 
23 


2 _ 2 
89 二 全, 故 正四 楼 锥 的 高 为 i2 -- 所, 六 一 
T 4 


1 2 /12 2 _ 2V24 /7208a7 一 有 

其 中 zx € (0,2V2a). 因为 Vx?2(8a2 一 ee] < 
2 2 ,2 

2 一 人 二 4a2, 当 且 仅 当 2z2 = 8a2 一 2Z2， 


之 
即 z = 2 时 , 等 号 成 立 . 所 以 , 当 z = 26 时 ， 


8V2 
Vinax = 03 


故 图 13、 图 14 的 剪裁 方法 已 使 正四 楼 锥 
的 体积 达到 最 大 值 . ， 

3. 底面 边 长 为 = 的 正四 棱锥 的 剪 拼 方法 

类 比 正四 棱柱 的 研究 方法 , 同样 地 来 研究 
一 下 正四 楼 锥 , 若 使 所 得 的 正四 棱锥 的 底面 边 
长 是 原 正方 形 边 长 的 二 , 该 如 何 来 前 拼 呢 ? 











(2a) 
17 
(1) 首先 证 明 : 任何 一 个 长 方形 都 可 以 通 
过 剪 截 、 拼 接 成 一 个 以 原 宽 为 底 , 高 为 长 方形 
长 2 倍 的 三 角形 ， 
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证 明 : 取 AB.= FB = 7AB, 连结 C、 
DF， 则 AACE，ABDF 可 拼接 成 ABC’F 
所 以 长 方形 4BCD 拼 接 为 ACC'D, 其 高 为 
24AC. 

(2) 当 原 正方 形 被 剪 去 一 个 边 长 二 的 小 正 
方形 后 , 剩 下 的 必 可 以 被 剪裁 成 四 个 宽 为 ， 
长 为 一 + 的 全 等 的 长 方形 , 由 上 面 的 证 
明 可 知 每 个 长 方形 都 可 以 拼接 为 一 个 以 二 为 
底 ， 16% 一 1 为 高 的 三 角形 ， 用 该 三 角形 作 正 
四 棱锥 的 侧面 , 边 长 = 的 小 正方 形 作 正 四 棱锥 
的 底面 , 从 而 拼接 成 我 们 所 需 的 正四 楼 锥 . 

综 上 所 述 , 可 得 到 这 样 的 结论 : 任意 一 个 
正方 形 均 可 通过 将 其 边 长 二 等 分 后 , 剪 拼 成 体 
积 达到 最 大 值 的 正四 楼 锥 . 

四 、 结 论 与 总 

1， 边 长 为 4ala e Qt+) 的 正方 形 , 不 能 
经 有 限 次 剪 拼 成 为 表面 积 为 16c2， 体 积 为 
全 os 的 正四 棱柱 , 但 将 其 边 长 上 等 分 , 当 n 
定时 有 唯一 的 有 值 使 其 体积 最 接近 理论 最 大 
值 (可 由 程序 较 容 易 地 得 到 结论 ). 

2. 任 一 个 边 长 为 a(a E Qr+) 的 正方 形 均 
可 通过 将 其 边 长 二 等 分 被 剪 拼 成 体积 达到 最 大 
值 的 正四 棱锥 . 

3. 若是 将 正方 形 剪 拼 为 无 盖 的 正四 棱柱 ， 
那么 我 们 可 以 用 类 似 的 方法 来 讨论 研究 , 至 于 
具体 过 程 及 结论 在 这 里 就 不 再 奖 述 了 . 
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对 直线 与 有 心 圆锥 曲线 位 置 关系 判定 的 探究 


102200 北京 市 昌平 区 第 一 中 学 何 苗 张 全 合 


在 高 中 解析 几何 的 学 习 中 , 我 们 知道 判 
斯 直线 与 有 心 圆锥 曲线 位 置 关 系 的 方法 是 判 
别 式 法 (代数 法 )， 即 把 直线 方程 与 有 心 圆锥 
曲线 的 方程 联 立 , 消去 y( 或 x), 得 到 一 个 关 
于 zz (或 y) 的 一 元 二 次 方程 , 再 计算 判别 式 人 A. 
这 样 做 会 遇 到 一 个 运算 复杂 的 问题 , 能 否 加 以 
改进 , 使 判定 方法 变 得 简单 呢 ? 我 们 先 来 重 温 
和 4z+By+C=-0(B 头 0) 与 椭 


人 
圆 忆 到 十 响 = 1(ao > 5 > 0) 位 置 关系 的 判别 式 


把 y = -二 代入 椭圆 方程 中 ， 消 


去 y 得 (2A? 起 B?2)z? 十 2a24Cz +a2(C2 一 
b2B2) = 0, 

则 人 = 4a4A202—402(a?2 A2+62B2)(O2— 
b2B?) = da?202B?(a2 A? + 682B? 一 O02). 

(1) 直线 ! 与 椭圆 相 切 

< 人 02242022DB2--C2=0 

esp? = -2 

直线 z = 一 a 豆 直 线 ! 交 沪 的 纵 佣 标 为 Yl 


- 2 直线 z = 4 与 直线 /交点 的 纵 华 


0 C 所 以 直线 1 与 椭圆 相 切 








<—> YY2 = b2; 
(2) 直线 i 与 椭圆 相交 
< 一 0242 十 0252 一 C2>0 
oA—C 一 4 一 Ce 
B 5 
< 全 yy < b 
(3) 直线 1 与 椭圆 相 离 
< od2+ B202<0 
a4-C -a4-C 
B 了 
< 全 ny > 久 . 
结论 1 ne Az+ By+C=0 


(已 关 0)， 椭圆 六 一 1(a>b>0), 直 








<—> b> 


<—>b2 一 








线 z = 一 a, zx 二 a 与 直线 1 交点 的 纵 坐 标 分 别 
为 Yi、y2- 

(1) 直线 ; 与 椭 较 相 切 二 > yye = 她; 

(2) 直线 与 椭圆 相交 < yy2 < 2; 

(3) 直线 ! 与 椭圆 相 离 < yy2 > 以 . 

类 比 到 双 曲 线 中 , 以 - 刀 代 刀 有 下 面 的 结 
论 : 

结论 2 知音 名 汪 Arz+ By+C=0 

(B # 0), 双 曲 线 二 一 三 = 1(c > 08 > 0)， 
且 直 线 ! 不 是 双 曲 线 的 渐进 线 . 直线 z 二 一 a， 
2Z 二 a 与 直线 1 交点 的 纵 化 标 分 别 为 1、wo. 

(1) 直线 与 双 曲 线 相 切 二 > yi1wy2 = 一 纺 ; 

(2) 直线 4 与 双 曲 线 相交 > yy2 > 一 习 ; 

(3) 直线 与 双 曲 线 相 离 > yig2 < 一刀， 

我 们 知道 , 判断 直线 与 圆 的 位 置 关 系 有 两 
种 方法 : 一 种 是 判别 式 法 (代数 法 ); 另 一 种 是 
几何 法 , 即 利 用 陪 心 到 直线 的 距离 4 与 > 的 大 
小 关系 来 判断 ， 

显然 , 后 者 比 前 者 的 运算 简单 , 备 受 人 们 
的 喜爱 和 使 用 . 那么 能 否 用 几何 法 来 判断 直线 


与 椭圆 的 位 置 关系 昵 ? 


联想 到 圆 与 椭圆 之 间 的 特殊 关系 : 圆 是 椭 
圆 的 两 个 焦点 无 限 接近 时 的 极限 状态 , 所 以 可 
以 做 一 下 尝试 , 这 需要 考虑 椭圆 的 两 个 焦点 到 . 
直线 的 距离 di 与 ds. 为 此 , 我 们 先 举 一 个 具体 
的 例子 , 探究 方法 , 先 考虑 直线 与 椭圆 相 切 的 
情况 , 然后 把 直线 方程 作 适 当 的 平移 变 式 , 再 
看 相交 与 相 离 的 情况 . 

- 例 1 设 疯 、 zi 是 梢 圆心 : 2 十 了 一 
1 的 两 个 焦点 ， 点 而 、 到 到 直线 如 :x 一 ?2 十 
V34 = 0 的 距离 分 别 为 d1、dz. 

(1) 判断 直线 恒 与 椭 癌 C 的 位 置 关系 ; 

(2) 求 心 、d2 的 值 , 观察 寻找 d1、d 的 值 
与 椭圆 C 中 起 本 景 的 关系 . 


Z2 212 
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人 7 之 2 

Z + 1 
im (Dm 9 ”消去 

TZ—Yy+V34=0 


y 可 得 34z2 十 50V347x 十 625 = 0. 
一 (50V34)2 一 4 x 34 x 625 = 0, 说 明 直 
线 1 与 椭圆 C 相 切 . 
(2) 顶 圆 C 的 两 个 焦点 为 丽 (-40)、 有 丽 


(4,0), 点 及 到 直线 1 的 距离 d1 = 二 4 士 Y34 


V2 
点 到 直线 1 的 距离 ds 二 4 tv 


仔细 观察 , 发 现 di .ds = 9 = ， 

所 以 我 们 猜想 : 当 d .do = 刀 时 , 直线 几 与 
椭圆 C 相 切 . 

说 明 : 为 什么 要 考虑 di . ds 呢 ? 应 用 类 比 
的 思想 , 直线 与 贺 相 切 时 4 = 7, 2 = 因此 
椭圆 中 要 考虑 dl .do = 扩 (注意 当 点 及、 胞 趋 
近 于 重合 时 , 5 一 7). 

这 时 我 们 想到 : 四 把 直线 站 中 的 V34 变 
小 ,如 变 为 2, 得 到 与 椭圆 C 相 交 的 直线 12; 
四 把 直线 站 中 的 V34 变 大 , 如 变 为 6, 得 到 与 


} 





椭圆 C 相 离 的 直线 ls, 此 时 相应 的 d1 . ds 会 怎 


样 昵 ? 

Q 当 直线 ls 方程 为 Zz 一 y 十 2 =='0 时 , da = 
V2, dz = 3V2, 所以 di.ds=6<9=b; 

起 当 直 线 1 方程 为 2 一 y 十 6 = 0 时 , di = 
V2, dz = 5V3, 所 以 di:do=10>9= 以. 

猜想 : 当 di:ds < 巡 时 , 直线 15 与 李 贺 C 相 
交 ; 当 d .az > 以 时 , 直线 13 与 椭 贺 CG 相 离 . 


结论 3 设 及 、 及 是 椭圆 E: + 化 = 


1 (a > b> 0) 的 两 个 焦点 , 点 及 、 天 到 直线 1: 

Az 二 By 十 C= 二 0(4、B 不 同时 为 0) 的 距离 分 
别 为 d1、d2, 且 点 及 、 忆 在 直线 1 的 同 侧 ; 那 
么 直线 ! 与 椭圆 已 相 切 的 充 要 条 件 是 : d2 = 
502; 直线 ! 与 椭圆 鼠 相 交 的 充 要 条 件 是 由 .da < 


52; 直线 ! 与 椭圆 忆 相 离 的 充 要 条 件 是 di .cd2 > 


b2. 
下 面 仅 就 相 切 的 情况 加 以 证 明 : 


ca 多 | 
由 方程 组 4 BB 一 
Az+ By+C=0 
得 (a2 A2+b2B?2)2?2+2a2ACz+a?(C2—-D2B?) = 
0. 


消去 y 可 
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因为 直线 ! 与 椭圆 将 相 切 (此 时 椭 贺 的 两 
个 焦点 在 直线 的 同 侧 ), 所 以 A = (2a24C) 一 
4(a242 + b2B?) x a2(C2 — 02B?) 
一 402b2B2(02 A2+b2B2—O02) 一 0 (*) 

所 以 C2 = a242 + 02B2. 

又 因为 带 圆 刀 的 焦 反 丽人 (2 0、 F;>(c, 0)， 
其 中 c2 = a2 一 妇 , 所 以 


| 一 4c +Cl ll4c+Cl _ 


do = 
'? VE+B VTL+B 

|C2 一 42c| |e242 十 电 B2 一 42c| _,, 

A2+B2. | 42 十 已 ? 


所 以 直线 ! 与 椭圆 已 相 切 一 di .do2 = b2. 


一 4c 十 C| 
之 若 d1 .do = 则 上 4+ . 
区 全 则 J 
|4c+Ccl _ b2 即 
VA2+B? ， 

1C2 一 42c?| 一 b2(A2+B2).. QD 


因为 点 及 、 忆 在 直线 1 的 同 侧 , 将 其 坐标 
分 别 代入 到 直线 ! 的 方程 4z 十 By+C=0 的 
左边 , 有 一 Ac 十 CO 与 4c + 十 C 的 符号 相同 ,从 
而 C2 一 42c2 > 0. 

由 四 得 C2 = 42 史 十 巡 (42 十 如 2) = a2A? 
+b2B?, 即 a242 十 02B2 一 C2 = 0. 

所 以 A = 4a202.B2(a242 十 22B2 一 C2 = 0， 

故 直线 1 与 椭圆 轧 相 切 . 

那么 我 们 能 和 否 用 几何 法 来 判断 直线 与 双 
曲线 的 位 置 关 系 呢 ? 回答 是 可 行 的 , 其 结论 是 : 

结论 4 当 直 线 ! 与 双 曲 线 的 渐 近 线 平 
行 (不 重合 ) 时 , 显然 , 直线 ! 与 双 曲 线 的 一 支 
必定 相交 , 有 且 仅 有 一 个 交点 ; 当 直 线 ! 与 双 曲 
线 的 渐 近 线 重 合 时 , 没有 交点 . 

结论 5 当 双 曲线 的 两 个 焦点 在 直线 i 的 
同 侧 , 且 直 线 1 与 双 曲 线 的 渐 近 线 不 平行 也 不 
重合 时 , 直线 ! 与 双 曲 线 必 定 相 交 , 有 且 仅 有 两 
个 交点 . 

结论 6 当 双 曲线 的 两 个 焦点 在 直线 ! 的 
异 侧 , 且 直 线 ! 与 双 曲 线 的 渐 近 线 不 平行 也 不 
重合 时 : 

中 直线 1 与 双 曲 线 相 切 的 充 要 条 件 是 di . 
do2 = b2; 

加 直线 1 与 双 曲 线 相交 的 充 要 条 件 是 di 
do < b2; 

@ 直 线 ! 与 双 曲 线 相 离 的 充 要 条 件 是 di . 


cd2 > b2. 
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一 类 关于 nn 次 究 不 等 式 证 明 的 方法 探究 


334113 


在 证 明 与 n 次 富有 关 的 不 等 式 时 , 由 于 m 
次 聂 的 处 理 很 麻烦 , 用 一 般 的 方法 往往 存在 很 
大 的 困难 . 若 对 不 等 式 自身 结构 进行 深入 地 分 
析 , 根据 已 知 不 等 式 的 结构 特征 , 构造 一 些 与 
它 有 内 在 联系 的 式 子 (或 利用 自身 特点 ), 利用 
式 子 之 间 的 运算 作为 桥梁 , 可 以 促使 问题 转化 
和 解决 . 用 这 种 方法 证 明 不 等 式 , 思路 独特 , 事 
半 功 倍 . 现 举例 说 明 如 下 . 

例 1 已 知 曲 线 Cr :2z2 一 2nz 二 2 =0 
(n= 二 1,2,…), 从 点 P(~~1,0) 向 曲线 Cr 引 切 


线 1， 斜率 为 kn (kn, > 0), 切 点 为 Pn (Tn, yn). : 


江西 上 饶 董 团 中 学 吕 辉 旺 


、 I 二 
证 明 : zl .za .2z5. Te 
LA 


证 明 : 设 直 线 ln:y 一 Ar 十 1), 与 x22 一 
2nz 十 yy 二 0 联 立 得 (1 十 局 )z?2 十 (2k2 一 2n)z 十 
k2 = 0, 则 人 = (2k2 一 2p) 一 4(1 + k2)k2 = 0, 


“onl < 





从 
kn = 一 一 -一 
放 名 V2n 让 (- J I 全 去 ) 
2 Rk2 nz 上 
“1 mt 
Nn , _ nv2n+l1 
EE 





] 元 

/一 om |- ntl 1 

AVI 二 Zn ] 化 27m 十 工 ， 
. 开元 下 


AA Cb di dd 


例 2 2 人 人 时， 直线 22 一 y 十 mm = 
0 与 棋 圆 志 + 二 1 相交 、 人 由、 1 


解法 1: 把 y = 20tm 代 入 守 + 竹 1 中 ， 
消去 y 得 9z2 +8mz 十 2m2 一 和 = 0. 

人 = (8m) 一 4x9(2m 一 4) = —8m?2+144. 

由 入 > 0 得 -3v2 <m < 3vV2; A =0 得 
2 一 土 3V2; A <0 得 m < 一 3V2 或 m > 3V2. 

所 以 当 一 3V2 <m < 3V2 时 ， 直线 2z 一 
y 十 mm = 0 与 椭圆 二 十 全 = 1 相交 ; 当 m = 


2 2 
土 3V2 时 , 直线 2x 一 y+m = 0 与 椭圆 本 十 手 一 
1 相 切 ; 当 m < 一 3V2 或 m > 3v2 时 , 直线 


z2 12 
22 — y+m 一 0 与 椭 加 也 十 一 1 相 离 . 


y? 
解法 2: 在 梢 贺 生 十 要 = 1 中 ， Qa? = 4, 
02 一 2. 
设 直 线 z = -2, x = 2 与 直线 2z 一 yy 十 


m 一 0 的 交点 的 纵 坐 标 分 别 为 匀 、z, 则 页 = 
一 4 十 m, yz 一 和 十 7，2132 = m2 一 16， . 


由 Wiya < 刀 , 即 mm2 < 18, 得 -3v2 < 和 
< 3V2; 由 yiy2 = 如 , 即 zp2 = 18, 得 m = 
士 3V2; 由 yo > 刀 , 即 m2 > 18, 得 m < 
一 3V2 或 m > 3V2. 以 下 同 解法 1. 

解法 3: 祷 贺 守 十 要 = i1 的 焦点 为 所 


(V2,0)、(V32,0), 点 及 与 成 到 直线 2x 一 

y +m = 0 的 距离 分 别 为 d1 == 2 +, 
_ |2vV2+m| 

02 = V5 , Ql dz = 
由 di .ds < 即 四 一 Sl 


[一 3| 
5 


< 2, 得 -3v2 


< 和 <3vV2; 由 di .do = 0, 即 l2 二 8| _。 


3 


2_ 
得 m= 土 3V32; 由 da .da > 忆 ， 即 名 -一 引 > 2 


得 m < 一 3V2 或 m > 3V2. 以 下 同 解法 1. 
参考 文献 
村 朱 友 忠 . 类 比 探究 直线 与 椭圆 的 位 置 
关系 吕 . 数学 通讯 , 2011 (10 下 半月 ): 16--18. 
[3] 姜 坤 崇 . 直线 与 椭圆 、 双 曲线 位 置 关 系 
的 又 一 判别 方法 区. 数学 教学 , 2011(1): 36. 
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只 需 证 : T1* TCT3'* TS 























2 1)? 1 
27 2n 十 1 
、 1 3 27m 一 1 
法 1: 设 An 一 3 5 , 即 和 需 
1 2n,—1 27, 
2 状 上 
证 An < 二 7 2n < tI’ 
2 4 2 _ 
An<3's or 2 , 两边 同 乘 A 得 ; .45 
1234 2m-1 各 1 
2 3 4 5 2n 2n+l 2 十 1 


小 结 : 要 证 明 的 不 等 式 是 4 < Bi 的 
形式 , 但 是 左边 的 式 子 无 法 计算 出 来 ,必须 
将 其 转化 成 可 以 计算 出 来 的 式 子 , 同时 兼 


顾 不 等 式 ， 部 铭 造 出 男 外 一 个 数列 C 
2n “An < CO .AZ < AnCn, 


2 4 

3 

其 中 4C 通过 果 和 法 计 算出 纺 果 
法 2: 设 Bu 一 /党 一 了, 即 证 了.… ， 


2n—1 
27 
[2] = 种 日 
能 证 明 了 一 3 
m1 < 


平方 得 一 一 一 即 证 4m?2 一 1 < 4mn2， 
而 该 趟 显然 成 立 





沁 一 - 


了 成立 如 果 











, 则 问题 解决 , 两 边 


< 到 十 1 


例 2 对 任意 正 自然 数 n,， 求 证: (1+1J 


Q+7) (+ 二 > Yr 
证 明 : 法 1: 设 An=(1+1)-(1+3) ...，， 











(+ 1 一 ) = 258 .m4 3n—1 
3n—2) 147 3m 二 5 3m 二 2， 
3 6 9 3 -3 3n 
物 造 有 一 35 8 8nd nT 
rm 2 4.7.10.....3m-2 .3+1 
由 3 6 9 3m 一 3 3m 
因为 对 任意 正 自 然 数 m”, 都 有 
1 3n—1 1 
lt ma” 二 3 
3n jl nl 
37 一 1 3n—2 3m 一 2 37m 
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* > >0 且 4 > Cn> 0 
ay 中 + :> 


yan Fl. 
法 2: 构造 一 个 与 左边 类 似 的 数列 的 乘 





nn 
积 , 使 得 [] Bi = V3n 十 1， 昂 求 得 B= 
k=1 


3 3m 十 1 
3m 一 2 


设 Bn = 





/到 + 
3n 





, 即 证 (1+1)-(1 + + 37) 


1 ET 则 问题 


全- 1) 
解决 ,两 边 立 方 得 一 3) 

即 证 9” > 5, 而 该 式 显然 成 立 . 

小 结 : 本 题 也 可 以 先 从 左 或 右边 出 发 
进行 计算 . 为 了 从 左边 开始 进行 计算 ， 徇 霹 
{Bn, Cn 两 个 数列 ， 最 后 得 出 4.BnCn = 

了 二 3n + 1 问题 得 到 解决 ， 同 例 1 一 
样 也 可 以 从 右边 落 手 进行 计算 , 构造 数列 的 乘 
积 , 只 需要 比较 通 项 的 大 小 关系 即 可 . 

例 3 已 知 函 数 F(x) = ez 十 e~?, 求证 : 
F(1):F(2). .FF(n) > (en+l 十 2)2 (n € N*). 

证 明 : F(x) = ee 二 +e*,F(l) = et 
e-1,F(n) = en 十 e-", 要 证 F(1): F(2). 

F(n) > (entl 十 2)2 (mn € N*) 成 立 ， 只 需 证 
[ED (2 > (en+l 二 22 成立. 

F(1) , F(n) 一 em 十 1 十 ce 一 1 十 7 十 etl—n 十 
el-n > ertl+2, 

F(2) , F(n— 1) 一 ent+l1 十 @-3+7 十 @3 一 7 十 
Ge 一 1 一 多 >> em 十 1 十 2; 


4/ 江 二 成 








如 果 能 证 明 Sn— 1 





> 3n+1, 








F(n): F(1) > ertl + 92. 

将 上 面 nw 个 式 子 相 习 得 : [F(1): FF(2).:…- 
F(n)]? > (ert!t + 2)7. 

小 结 : 此 题 用 例 1、 例 2 的 方法 无 论 从 左 
到 右 , 还 是 从 右 到 左 , 都 较 难 进行 计算 . 关键 
者 的 次 数 是 nw 次 , 也 正 是 这 nw 次 , 给 我 们 提供 
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了 思路 : n 雇 就 说 明 有 nn 个 因 式 相 乘 ( 例 1、 例 
2 的 求证 式 中 是 没有 nn 次 帘 的 , 说 明 最 后 是 需 
要 抵消 的 ), 必须 逐 项 考察 , 构造 的 式 子 不 需要 
从 外 部 搜 求 , 只 需要 从 自身 寻找 , 借助 等 差 数 
列 求 前 项 和 公式 的 思路 ， 和 用 首尾 配 对 即 可 ， 

例 4 证 明 : 1.2.3.…… .n> Vnn(n> 2 

分 析 : 要 证 1.2.3..…. .n> Vn 只 要 
证 (1.2.3...… > 


即 证 1.2 -NN (nam1):...…..2.1> 


on 考察 每 项 与 7 的 关系 即 可 ! 
7 个 了 


证 明 : 构造 数列 ok = km 一 (k 一 1)], bk = 
n(l <k<n,n> 2), 

0 一 让 一 (一 1 一 及) 所 以 ok 之 弥 当 
且 仅 当天 =1 或 天王 交 时 , 等 号 成 立 . 即 

lxn=n,2x(n—1)>n3x(n—2)> 
nN, NX1=nN. 

填 面 ns 个 式 子 相 柔 : 1.2.3..… ‘nn-(n—1) 

>nnn .12.3..... 
n 个 nn 
n)? > nn, 就 是 1.2.3.... .n> Vnn. 

小 结 : 此 题 结构 特点 与 例 3 类 似 , 还 是 
这 个 即 次 早 , 给 我 们 提供 了 思路 : nw 次 就 说 明 
有 ?2 个 因 式 相 乘 , 说 明 必 须 逐 项 考察 , 构造 的 
陈 子 不 需要 从 外 部 搜 求 , 利用 首尾 配对 即 可 . 

例 5 已 知 a、5 为 正 数 ， 且 二 二 二 =1 试 
证 : 对 每 一 个 ne NN*, (ae 十 罗 一 局 一 如 
927 ontl 

分 析 : 初步 验证 待 证 式 等 号 成 立 条 件 是 
4 二 b 二 2, 待 证 式 左 边 信 a、5b, 右边 不 售 a、b. 
意味 着 此 题 可 能 逢 要 将 待 证 式 左边 变 成 一 个 关 
于 wa、2 的 函数 , 应 用 基本 不 等 式 , 变 到 右边 ! 
而 右边 及 次 癸 ， 第 要 nn 项, 故 想 到 利用 首尾 配 


一 1 得 o 二 a+b. 又 
1 1 a b 
二 十 二 二 一 十 一 之 
a+) (+ ) 2 十 万 士 二 
Q 十 盖 4. 
人 令 ja = (atb)? arr, 当 n= 1 时， 
诛 不 等 式 等 号 成 立 . 当 n 之 2 时 ， 
f(a,b) 一 Cloan 1 十 十 Cran7 太 十 .十 
Cn 一 ab 一 1， 


4 故 ab = 
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Qn-1+2n—2 


9-27 
f(a, b) 一 CT Labn 一 1- -十 Cmrrarbn 一 十 
-十 Cam 一 1D， 因为 C7 一 Cr" (1 < rn 1), 


两 式 加 得 2f(a,5) = Ci(ar-1b-abn-1) 十 .…. 十 
Cr (an 一 rpr 十 arbm 7) 十 .十 Oni(abn-! 十 
oan-—1b), 

而 ga、5 为 正 数 ， 故 ar-"b7 十 ar 加 -7 > 


2Varbr > 2.43 = 2°+tl(1] < + < n — 1), 
则 2f(a,b) > (CI 十 . 十 OY 十 :+On-1)2nt1 
《22 一 2)27*+1l 

所 以 f(a,b) > (27 一 2)2n = 22n 一 2n+1， 


即 对 每 一 个 n e N*, (og +b-_ar-br> 
22 一 2?+1 (等 号 成 立 当 且 仅 当 a = b = 2). 
例 6 设 b>0, 数列 {an} 满 足 ai=b an= 
nban_1 (rn > 2). 
证 明 : 对 于 一 切 正 整 数 n, an < < 十 二 
分 析 : 由 递 推 关系 可 以 求 得 an 的 表达 式 . 
此 不 等 式 中 5 > 0, 意味 着 对 一 切 b > 0, 此 不 
等 式 恒 成 立 ， 如果 我 们 把 要 证 的 不 等 式 看 作 关 
于 5 的 函数 , 求 此 函数 的 最 小 值 即 可 ,5 为 正 数 ， 
意味 着 可 能 需要 应 用 基本 不 等 式 . nn 次 容 出 现 ， 








需要 mw” 项 而 且 要 用 配对 方法 . 
、 。 NOQn1 得 区 有 
yl 1 
nC— 、 - NR- + 
b oi +6 当 一 2 时 ， an an-! 2’ 
所 以 {下 } 是 以 首 项 为 二 = 了 公 莽 为 的 
on 9 1 < i 4 
me 5 一 7， 
一 = 
,| SE -是 
项 为 一 + 3s GD: 公 比 为 5 的 和 
1 2 nl 
数列 所 以 +1 8 本 = 
2" _ nb"*(2— 5b) 
EE EAL 于 一 页 
即 数列 {aw} 的 通 项 公式 为 
2, b= 2， 
an = 4 nb"(2—5b) bp #2. 


nb ? 
当 ! 一 2 时 , 结论 显然 成 立 . 
(下 转 第 9-1 页 ) 
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对 一 个 轨迹 问题 的 变 式 探究 


201600 ”上 海 市 松江 二 中 张 忠 旺 


题目 : 长 为 24 的 线段 4B 的 两 个 端点 4 结论 1.2 长 为 1 的 线段 4B 的 两 个 端点 4 
和 B 分 别 在 z 轴 和 vy 轴 上 渭 动 , 求 线段 4B 的 。 和 B 分 别 在 z 轴 y 轴 上 清 动 , 线段 4B 的 包 络 
中 点 的 轨迹 方程 . 是 星 形 线 , 其 方程 为 z# 十 v3 二 13, 如 图 2. 


这 是 人 教 A 版 数学 必修 2 第 124 页 B 组 
第 2 题 . 易 得 点 忆 的 轨迹 方程 为 x? 十 = 02. 
如 果 就 题 论 题 , 那么 我 们 就 会 失去 一 次 培养 学 
生 探 究 能 力 的 机 会 . 如 果 借 助 《 几 何 画 板 》， 
改变 问题 的 条 件 , 那么 可 以 得 到 多 姿 多 彩 的 曲 
线 . 现 将 我 们 的 探究 过 程 介绍 如 下 . 

1. 改变 动 点 的 位 置 , 探究 动 点 的 轨迹 . 

结论 1.1 长 为 1 的 线段 4B 的 两 个 端 挟 4 
和 B 分 别 在 zw 轴 、y 轴 上 滑动 ,点 忆 在 直线 
AB 上 , 且 满 足 4B = APB(X 0, 士 D)， 则 
点 也 的 轨迹 为 炳 圆 . | 

证 明 : 如 图 1], 设 P(x,Yy), 4(zl， 0), B(0, v1), 





化 








则 由 ABP = 和 PB 得 证 明 : (1) 先 证 任意 直线 AB: 一 十 
1 二 + 入 Sin DO 六 
?11 一 一 一 一 4 _ 
和 由 cos0 ”Sing 


y =1l,, {z= 1cosb, 
v3 + y3 = 15, 一 /Sin 0 
是 直线 与 包 络 线 的 公共 点 ， 易 证 星 形 线 在 点 
(1 cos3 9, 1sin3 6) 的 切线 为 -一 -十 一 ==1, 故 
os0 sing6 
直线 4B 与 星 形 线 切 于 点 (lcos3 0, 1 sin3 0). 
(2) 对 曲线 z + 如 = 三 上 的 任意 一 点 ， 
都 有 满足 条 件 的 线段 4B. 
设 过 曲线 za 二 J = 如 上 的 任意 一 
点 卫 (zo，wo) 的 切线 斜率 为 k, 则 k = y= 


_ ( 呈 ) 利用 点 斜 式 写 出 过 点 已 的 切线 











[oo 
tl 方程 为 ?一 加 ~ (将 ) Ge - so， 站 
(zw) IT 理 得 一 十 一 上 一 = 1 它 与 两 个 
当 0 < | 和 | < 1 时 , 点 己 的 轨迹 为 焦点 在 (YP?) (党) 1 


z 轴 上 的 椭 贺 ; 当 | 和 | > 1 时 , 点 书 的 轨迹 为 焦 了 zo\ 3 
点 在 7 轴 上 的 椭圆. 坐标 轴 上 的 交点 分 别 为 4(( 衬 ) 50)， 


2012 年 第 9 期 
B (0, (加)*1) 切线 夹 在 两 坐标 轴 的 线 
段 AB 的 长 为 (2 j2 (2 2 一/ 


这 样 我 们 就 证 明 了 线段 AB 的 包 络 曲线 的 
方程 为 了 +y§ =13. 


结论 1.3 长 为 ! 的 线段 4B 的 两 个 端 


点 4 各 分 别 在 2 轴 y 轴 上 滑动 过 原点 作 线 
段 4B 的 重 线 , 牌 足 C 的 轨迹 为 四 叶 玫 瑰 线 ， 
其 方程 为 (z2 十 2) = lxy, 如 图 3. 





证 明 ; 设 C(x,y), ZAOC = 9, 则 tang = 


y .pp_1,. :tang 
一， OC 一 /cos0sinb = 5 sin 20 = Tang’ 





i 
坐标 化 得 Vx? 十 妨 = op , 化 简 得 
1+ 襄 
(z2 + 2)¥ = ly. 
下 面 我 们 变换 角度 看 原 问 题 . 作 一 个 半径 
为 20 的 加 OO 和 以 4B 为 直径 的 动 圆 C, 如 图 4， 
则 圆 O 与 阅 C 内 切 , 当 A4、B 分 别 在 z、y 畏 
于 滑动 时 , 圆 C 在 大 圆 D 内 壁 滚 动 . 根据 运 
动 的 相对 性 ， 当 圆 CC 在 大 圆 O 内 壁 滚 动 时 ， 
圆 C 的 直径 4 号 的 两 端 在 z、y 轴 上 滑动 . 因 
此 ， 当 圆 C 在 大 阅 O 内 壁 滚动 一 周 时 ， 直 
主人 证 外 各 让 古 交 条 互相 避 直 的 线段 于 
是 我 们 有 如 下 结 


了、 
AL 
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结论 1.4 一 个 直径 为 we 的 小 较 沿 着 直径 
为 2a 的 大 阅 的 内 壁 道 时 针 方向 滚动 , 4 和 B 是 
小 圆 的 一 条 固定 直径 的 两 个 端点 , 当 小 贺 深 过 
大 圆 内 壁 的 一 周 , 点 4、B 在 大 加 内 的 轨迹 是 
两 条 互相 尼 直 的 线段 . 

此 即 是 2011 年 江西 省 高 考 数 学 试卷 第 
10 题 . 

2， 满 足 一 定 条 件 的 动 线段 4B 在 x、y 
轴 上 滑动 时 , 探究 相关 点 的 轨迹 

结论 2.1 动 线段 AB 的 两 个 端点 4 和 上 B 
分 别 在 x 轴 Yy 轴 上 滑动 , 三 角形 OAB 的 面积 为 
定 值 5, 则 线段 4B 的 中 点 的 轨迹 为 一 对 双 则 
线 , 其 方程 为 zy = +5. 且 它 就 是 直线 AB 的 
包 络 曲线 . 

结论 2.2 动 线段 4B 的 两 个 端点 4 和 B 
分 别 在 z 轴 ?yy 轴 的 正 半 轴 上 滑动 三角 
形 OAB 的 周 长 为 定 值 »， 则 线段 4B 的 中 
点 MK 的 轨迹 为 双 曲 线 的 一 部 分 , 其 方程 为 


2z3?/ 一 22 一 2 十 = O00 <z<#). 线 
段 4 的 包 络 曲线 是 以 该 双 曲 线 实 轴 为 直径 的 
加 的 四 分 之 一 . 

证 明 : 如 图 5， 


设 MI!(z, 切 )， 则 4(27， 0), 
B(0, 2y), 





由 已 知 得 2x 十 2y 十 (22) + (2y)? = 2， 
化 简 得 2zy 一 px 一 py 十 = 0, 


因为 |04| < 14B| < 5 所 以 0 < 2 < 了 


双 曲 线 的 中 心 为 (55); 下 面 证 明 点 
(5,3) 到 直线 4B 的 距离 为 常数 . 
直线 4B 的 方程 为 yz 十 Yi1y = Ziz1， 


9-390 
由 1 十 角 十 VY? 十 Yi 


一 -~ 尘 1 ， 
,ls 十 5 一 Zig 


Viit+y 


Pp 了 了 
| 5 Sl1 oY1 


二 Dp 得 pzx1 十 py1 一 





Dp 


(Pp—zi—y) 2 
所 以 直线 4 有 与 圆 (z-2) + 人 -2) = = 


2 相 切 , 故 线段 4B 的 包 络 曲线 是 以 该 双 曲 线 
实 轴 为 直径 的 贺 的 四 分 之 一 ， 

3. 类 比 椭圆 的 画 法 , 探究 新 轨迹 

根据 原 问 题 我 们 可 以 得 到 椭 六 的 一 种 
儿 何 画 法 : 在 较 O 上 任 取 一 点 M,， 过 jM 分 
别 作 z 轴 、?y 轴 的 垂 线 , 屎 足 是 4、B; 作 直 
线 4B, 在 直线 AB 上 上 取 一 点 P( 谷 于 4、B 和 
线段 4B 中 点 ); 当 点 M 在 圆 上 运动 时 , 点 己 的 
轨迹 就 是 椭 贺 , 如 图 6. 





如 果 将 以 上 画 法 中 的 圆 变 换 为 直线 , 我 们 
利用 《几何 画板 》 探 究 相 关 点 的 雪 迹 , 得 如 下 
绪论 . 

结论 3.1 在 定 直线 i : ms 十 ny = 1 (mn 
关 0) 上 任 取 一 后 MM(z1,1) (Xi 十 妇 去 0)， 
过 MM 分 别 作 z 轴 、y 轴 的 牌 线 , 释 足 为 A4、B， 
点 书 满 足 4 忆 = 字 . PB, 则 点 书 的 轨迹 在 直 
线 y = 二 x 上. 

(1) 当 m = 二 nw 时 , 车 m > 0, 点 也 的 轨迹 方 
程 为 y 二 T(t 二 若 m < 9, 点 忆 轨 和 迹 方 


1 
程 为 y = Zz(XT 之 am) 
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(2) 当 m 关 nn 时 ,车 m > 0,n>0, 点 也 的 
轨迹 方程 为 
4 一 人 (ZE 


1 
tm U 


1 
[oo 中 
车 mr < 0,7< 0， 态 忆 的 扫 迹 方程 为 


-ccc 1m]Y 


1 
-+)) 
车 mn < 0， 太 六 的 和 带 方 程 为 y 一 





证 明 : 次 Pr y), 由 AB = 对 .PB 得 , 
(zx — Zi,Y) 一 一 一 (一 2 2 一 y), 
x = TY ， 
由 此 得 4 “bpy 


十 久 有 
消去 参数 得 yy = Z. 下 面 讨 论 z 的 取 值 范 
围 . 
由 nzi 十 ny1 = 二 1， 
得 x 二 XT1Y1 一 ?022 十 21 
ty 1-(m—n)zr 
(1) 当 m = n 时 , x = 一 mw? 十 wl1 一 
2 
—m zi — 二 二 mm > 0 时 ， 点 忆 的 轨 
277m 477 
、 1 
迹 方程 为 y=2 (2 < ) m < 0 时, 点 忆 的 


< zm 
雏 迹 方程 为 yz (2 > 元 





二 小 如 图 7(1). 





图 7(1) 
(2) 当 m 关 nn 时 ， 令 t 二 1 一 (mC—n)7i, 
二 —mz? 十 zl 
imme 
m+n n 
= ms na mt ti) 


1) 当 mm > 0,n > 0 时 ， 
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mt+ - € (一 co, —2Vmn] U [2Vmn, +00), 
EE (-eo 
此 时 点 卫 的 轨迹 方程 为 


2 一 2(ZE 


1 
(Vm+ | U 


Tepe + co), 如 图 7(2). 





图 7(2) 


2) 当 m < 0, n < 0 时 , 同 理 可 得 , 点 书 的 
轨迹 方程 为 

y=7 “<\ co) 一 VC |]Y 

- WV ~ 

3) 当 mn < 0 时 ,mt 十 二 <E 下 ,所 以 ze RR, 
此 时 点 卫 的 轨迹 方程 为 y = 2. 

结论 3.2 ”在 定 直线 i : mz 十 mrg = 1 (mn 
夭 0) 上 任 取 一 点 M(zut)(zl 十 由 天 0), 过 
分 别 作 z> 轴 、% 输 的 亚 线 , 垩 足 为 人、 如 
记 P 消 下 .PB 则 点 己 的 轨迹 方程 为 

2Z2 一 (rm 2 二 7 y—2mz—2ny+1 = 0. 

当 m 土 n = 0 时 , 方程 表示 抛物 线 ; 当 m 土 
7 天 0 时 ， 方程 表示 双 曲 线 ， 

证 明 : 设 P(z， ) 由 AP= 灶 纪 . 亡 户 得 


(2 zn) = 全 (2 功 由 此 得 

| (zi 十 y1) = £4, se OQ 
(ZX1 +1) 一 2 a © 

QD- 加 得 TY 一 和 1 一 211， se 他) 


将 外 与 rnzl 十 ny = 1 联 立 , 解 得 
_y)+1 


?2 之 
zl = 
?1 十 多 
1—m(z— 
yi 三 -一 一 一 一 


mm 二 


3 
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代入 四 化 简 得 


) mz?2— (m2 +n ry +ni — 2mz — 2nyt 
4 ] 二 : 


0 (a) 

(1) 当 m 土 %n = 0 时 , A = (mm? 十 ?2)2 一 
dm2n2 二 (mn2 一 202)2 = 0, @ 表 示 抛 物 线 , 如 
图 8(1). 





8(1) 


(2) 当 m 土 n 关 0 时 , 人 = 
井 表 示 双 曲线 , 如 图 8(2). 


(m? —n2)? > 0， 





8(2) 


结论 3.3 ”在 定 直 线 1 : mz 十 ny = 1 (mn 
关 0) 上 任 取 一 点 M(zi,y1) (zi 十 1 关 0), 过 
MM 分别 作 z 轴 、y 轴 的 重 线 , 牌 足 为 4A、B 
点 P 满 足 AP = 闻 .及 , 则 点 PP 的 轨迹 方 
程 为 mm2z2 十 n(m —n)zy — 2m7z 一 0 十 1 一 0， 
当 m = nn 时 , 轨迹 为 抛物 线 ; 当 m 关 nr 时, 轨迹 
为 双 曲 线 . 

4. 将 直角 人 LAOB 变 换 为 非 直角 , 探究 
相关 点 的 轨迹 

由 于 绪论 与 垂直 情形 头 似 , 我 们 只 写 出 两 
个 相关 结论 , 其 他 的 轨迹 问题 留 给 读者 目 己 讨 
论 . 
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两 道 竞 赛 题 的 纠 销 


830002 新疆 生 产 建 设 兵团 第 二 中 学 “了 张 国 治 
835802 新疆 伊犁 新 源 县 第 八 中 学 马 被 


在 每 年 的 全 国 数学 联赛 备考 中 , 难免 需要 


仔细 研究 往年 试题 , 笔者 发 现 2011 年 全 国 及 各 
省 的 预赛 题 中 某 些 题目 本 身 有 错误 , 本 文 仅 做 
纠 错 , 不 当 之 处 请 指正 , 也 期 待 读者 更 深层 次 
的 研究 . 

题 1 (2011 年 全 国 高 中 数学 联赛 贵州 省 
预赛 第 8 题 ) 定 义 在 RR 上 的 函数 f(x) 满足 f(0) 
= 0, f(r) +f(1 -2) =1, 7(s) = 3f(2), 
有 目 当 0 < zl < zz < 1 时 , 有 f(xi1) < (ea), 


PO dd dd ed es di si 


结论 4.1 线段 4 的 两 端点 分 别 在 两 条 
相交 (不 垂直 ) 直线 上 滑动 , 则 该 线段 的 中 点 的 
轨迹 为 椭圆. 

结论 42 设 LA40B=a(0<a< 2) 线 
段 4 妃 的 两 端点 分 别 在 射线 O4、OB 上 滑动 ， 
三 角形 OAB 的 周 长 为 定 值 2, 则 该 线段 的 中 点 
的 轨迹 为 双 曲线 的 一 部 分 . 

两 个 结论 的 证 明 方 法 类 似 , 下 面 我 们 只 给 
出 结论 4.2 的 证 明 | 

证 明 : 以 Z408B 的 平分 线 为 z 轴 , 顶点 O 
为 原点 建立 直角 坐标 系 , 如 图 9. 





图 9 
设 OA、0OB 的 方程 分 别 为 y = 


kx,Yy = 


Ld dh sd 


Nf (nr)- 


解析 (复赛 组 提供 的 答案 ): 因为 /(0) 一 
0, f(z) + f(1 —z) =1, f (2) = 3f(o), 所 以 


f= 47 (3) = $1) -7 全 -1. 
又 因为 ZE 了 六， 目 当 0 XI < wo < 工时 ， 
有 zl) 和 f(x2), 所 以 ZE 民 | 恒 有 


1 、 1 
f (2) = 3 所 以 了 (357) - f (3 an) =- 





一 KZ (x 二 tan 忆 )， 设 A(z1,y1)， B(x2,92) 
P(x,Y), 则 由 已 知 条 件 得 
Tit V+ yy2 
t+V(r1 — 2)*+ (Yi ~ Y2)* = 9, 
Yi — Yy2 = k(z1 十 Z2) = 2kz%, 
T1—T2 = T+y) 一 大 

上 式 化 为 


VI 二 82 22 十 1/ (PE) + (Qnr)? 一 2， 
化 简 得 
(z- 2 +t Pv) » 
了 - 刺 厅 
4 4 
Pt PVT te) 








<TR& 


多 
1 (4 
以 上 我 们 认 四 个 不 同 的 角度 对 一 个 习题 
进行 变 式 探究 , 借助 《几何 画板 》 获得 了 许多 
精彩 的 结论 , 其 本 质 是 从 条 件 的 变化 中 寻找 不 
变 的 规律 . 在 平时 教学 中 , 如 果 我 们 注意 选择 
典型 问题 , 坚持 变 式 探究 , 对 提高 学 生 的 探究 
意识 , 培养 学 生 的 数学 能 力 是 大 有 神 益 的 . 
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1 3 1./1 32 1\2? 
3 (oni ) = 3 (3 or) - (8) 


32 1\° 36 1\° 
‘(mn) -= (2 1 (071) = (8) 
1 36 1 
2 ™ 128 和 (因为 < 5201T ~ 3 


试题 的 纠 错 :上述 解答 似乎 天 衣 无 缝 , 无 
懈 可 击 , 但 题目 本 身 是 有 瑕 疯 的 一 道 错 题 . 首 
先 , 由 f (和 ) = =f(w) 可 推 得 f(0) = 0, 可 见 
题 设 条 件 f(0) = 0 是 多 余 的 ; 其 次 , 一 方面 由 
题 设 条 件 得 2f (3) = f(z) = 1— f(1— z), 
令 z=0 得 21(0) = f(0) =1-f(1), f(1) = 1 
再 令 z = 3 得 f(-2) = -1. 另 一 方面 , 连续 运 
用 题 设 条 件 flz)+ FL -zz)=1 和 #/ (3) = 


57to), 得 f(D -2 (3) =f(-3) = 


11 11 
ee -， 
(四 为 3 < 出 < 3) 这 显然 与 函数 的 定义 相 
站 盾 , 故此 题 实际 上 是 一 - 道 错 题 . 

试题 的 修正 : 定义 在 及 上 的 攀 数 Flz) 满 

足 flz)+ JE-J=1 当 z >0 时 ， f (3) = 

3f(2), 且 当 0 & wi < wz 1 时 , 有 f(z1) < 
f(z2), 则 了 (i)= 

题 2 (2011 年 全 国 数 学 联赛 B 卷 一 试 

第 5 题 ) 若 A4BC 中 的 角 4、C 满 足 5(cos 4 十 


cosC) + 4(cos AcosC+1) = 0， 则 tan 全 ， 





tan 一 = 


角 析 估计 组 提供 的 答 宁 因为 cos4 = 
1 一 tan2 一 1 — tan 
2 ; COSC = 


1 tan2 一 
十 tan 了 


知 等 式 并 化 简 整 理 , 得 tan2 
因为 人 4、 5 均 为 锐角 ， 所 以 tan 人 -tan > 0 
故 tan 全 .tan < 一 3. 

试题 的 纠 错 上 述 解答 似乎 天 衣 无 
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颖 ， 无懈可击 , 但 题目 本 身 是 有 瑕 竟 的 一 
道 错 题 . 由 题 设 条 件 得 4(cos AcosC +1) = 
一 5 (cos 妇 十 cosC)， 因 为 对 任意 人 人 ABC， 都 
有 |cos AcosC|= jcos 4|:|cosC| <1, 即 一 1 < 
cos AcosC < 1， 敬 4(cos AcosC+1) = 
一 5 (cos 4 十 cosC) > 0, 因此 cos 4+cosC < 0， 
即 cos A < 一 cosC = cos (x 一 C)， 因 为 nx 一 
CC、 AEe(0,Nn), 所 A>7-OBmA+C>R, 
这 与 三 角形 内 角 和 定理 相 矛 盾 . 即 符合 题 设 条 
件 的 A4BC 不 存在 , 故此 题 是 条 件 不 相 容 的 
一 道 错 题 . 

事实 上 , 对 任意 A4BC 有 任意 两 角 余 弦 
之 和 均 大 于 0 的 结论 . 因此 对 任意 A4BC, 都 
有 5(cos 4+cosC)+4(cos Acos C+1) > 0. 
若 要 锁定 tan 人 .tan 的 范围 , 由 两 角 和 的 正 
切 公 式 及 诱导 公式 得 


及 
tan py tan 一 十 tan 一 tan 一 十 tan 一 tan 


2 2 2 2 
-ten 字 tan (全 + 多 ) (1 -ton 和 .tong) 
+tan 全 .tan 一 1, 易 知 tan 人 、 ten 三、 
tan 总 均 大 于 0 
故 tan 售 .tan 地、 an 于 tan、 tan 


tan 5 E (0, 1). 

试题 的 修正 : 若 A4BC 中 的 角 4、C 满 
足 5(cos4+cosC) 一 4(cos4cosCTH+I) = 0， 
则 tan 一 .tan 一 一 

总 之 ， 在 谍 题 编 拟 过 程 中 ， 题 设 条 件 不 能 
与 本 系统 的 公理 、 定 理 、 已 知 的 正确 结论 等 
相 矛 盾 , 而 且 题 设 的 条 件 之 间 也 不 能 互相 矛盾 . 
同时 题 设 各 条 件 之 间 应 既 不 重复 也 不 多 余 , 各 
条 件 之 间 没 有 因果 关系 . 题目 中 有 过 剩 、 非 独 
立 的 条 件 , 会 造成 题目 腔 肿 ， 使 解 题 者 陷入 思 
维 误区 , 这 就 需要 命题 者 全 方位 、 多 角度 地 仔 
细 “ 精 校 . 
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河南 新 乡 市 第 十 中 学 竹 次 
华北 水 利水 电学 院 ” 训 合 才 


453000 
450045 


文思 给 出 了 《数学 教学 》2011 年 第 2 期 
数学 问题 与 解答 中 第 814 题 和 第 815 题 的 解答 
其 证 明 过 程 较 为 繁琐 县 具有 技巧 性 , 笔者 在 此 
给 出 其 较为 简单 的 证 明 , 并 对 第 814 题 进行 加 
强 , 给 出 其 上 确 界 . 

第 814 题 : 设 a、b、c、d > 0, 且 a 十 8 十 





c 十 qd = 1, 求证: 
0 2124 -1 
lt+a 1+b 1+c 1l+a 1 十 apcd 
es. (1) 
证 明 : 令 f(x) = ,TXT>0 
则 f(z) = (1 + 2) 
f(z)= -2(1+2z) < 0， 


所 以 了 f(z) 为 四 函数 . 由 琴 生 不 等 式 得 

1 1 1 1 

af (ao) 十 Af (6b) 十 zf (c) 十 zy (dg < 
Q@++b++c+ad 1 1 

A 


以 f(a) +f(0)+f (0 +f(d) < 
又 1=a+bt+c+ad 之 4 WR c 员 所 以 bed < 


4 1 
766: 显然 有 < < Tap 
256 
所 以 不 等 式 (1) 的 右 端 可 以 加 强 为 即 
1 1 1 1 
To 本 Te Ias 5 当 且 公 当 


4 = = 一 d = 工时, 等 号 成 立 . 
第 815 题 : 已 知 zl,zo…… ,2zn 为 小 于 1 的 
正 数 , 且 zi+ zz 十 …: 十 2zr 二 1, 求证 : 


rp 


(上 接 第 9-22 页 ) 

[6] Biggs N L. Alagebraic Graph Theory 
(M]. Cambridge: Cambridge University Press, 
1993: 112~117. 
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与 加 强 





1 1 1 
,1 一 pn Tn—23 
多 
Ce (2) 
当 且 仅 当 zl = zz = 二:… = 二 zn = 二 二 时 等 号 
成 立 . 
文 1 的 证 明 中 用 到 下 式 : 
(3—n?)n4 (2n2 一 4) 93 
ET (nn2 C1) (nz2 —1)? | 


但 却 没有 给 出 构造 (3) 式 的 原因 具有 较 强 的 
技巧 性 . 笔者 利用 稚 生 不 等 式 给 出 (2) 式 的 简 
证 . 

证 明 : 令 f(z) = ~- ,0<7< ], 

则 f'(z) = (322—1) (z 一 2Z3) 2 

2 

f"(2)=12 (xz—2°) | 人 - 5 + > 0， 

Ei f (7x) 入 中 销 数 . 由 零 生 不 等 式 得 

=f (21) + 2f (22) + 十 Tf (vn) > 


V1 十 X2 十 '… 十 多 1 ns 
-人 的 -本 
nn Nn 7 一 工 

1 











1 1 
所 以 一 一 5 十 一 一 5 二:… 十 -一 一 > 
X1— 721 X2 一 22 Tn 一 TS 
: 一 X2 一 一 Xn 一 二 时 
n 
等 号 成 立 . 
参考 文献 


上 陈 炳 党 , 刘 才 华 . 数学 问题 与 解答 [J]. 
数学 教学 , 2011(2): 47. 
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[7| Chartrand G and Lesniak L. Graphs 
and Digraphs [M|. California: Wadsworth Inc, 
1986: 57 一 66. 
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本 文中 规定 : 两 条 异 面 直线 所 成 的 角 是 锐 
角 或 直角 , 两 条 相交 直线 所 成 的 角 是 指 它 们 相 
交 所 成 的 四 个 角 中 的 较 小 者 , 所 以 也 是 锐角 或 
直角 ; 当 两 条 直线 平行 或 重合 时 , 它们 所 成 的 
角 是 0°, 所 以 空间 两 直线 (包括 重合 的 情形 ) 所 
成 龟 的 范围 是 [0°, 90?]. 空间 的 一 条 直线 与 一 
个 平面 所 成 角 的 范围 也 是 [0?, 90?]. 本 文中 还 
规定 : 两 个 相交 平面 所 成 的 角 是 指 它 们 相交 所 
成 的 四 个 二 面 角 中 的 较 小 者 , 所 以 也 是 锐角 或 
直角 , 两 个 相交 平面 所 成 角 的 范围 是 (0°, 90?]. 

问题 1 车 直线 a、b 所 成 的 角 为 0 (9 是 定 
值 , 有 0° < 8 < 90°), 则 过 空间 一 定点 PP 与 直 
线 a、b 所 成 的 角 均 为 y (0° < YY < 90°) 的 直线 
有 且 仪 有 几 条 ? 





图 1 


解 ， 不 妨 设 a nb = O, 如 图 1, 设 过 
点 O 的 直线 /与 直线 a、5 所 成 的 角 均 为 
又 过 点 呈 作 直线 1WU ( 则 1 存在 且 唯一 ), 则 直 
线 1 与 直线 a、b 所 成 的 角 也 均 为 7， 所 以 间 
题 1 等 价 于 “过 点 0 与 直线 a、b 所 成 的 角 均 
为 7 的 直线 有 且 仅 有 几 条 ”. 设 直线 a、5b 所 
成 的 角 及 其 补 角 的 角 平 分 线 所 在 的 直线 分 别 
为 m、n (有 mLn), 问题 1 的 答案 是 : 

(1) 当 0° < 0 < 90° 时 : 

@ 当 0* < y < 5 时, 所 求 的 直线 为 0 条 ; 
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, 再 解决 一 串 问 题 


二 中 高 中 部 甘 志 国 


加 当 y = 《所 求 的 直线 为 1 条 ， 即 站 
线 w、5 所 成 锐角 的 角 平分 线 所 在 的 直线 ; 

@@ 当 5 < 7 < 90* - 5 时 , 所 求 的 直线 
为 2 条 ， 匡 它们 在 平面 a 内 的 射影 均 为 m， 


LCOM = arccos 可 
Cos 了 





@ 当 y = 90。 - 《时 ， 所 求 的 直线 为 
3 条 ,， 且 其 中 2 条 在 平面 a 内 的 射影 均 为 mm， 
LCOM = arccos 一 , 另 一 条 就 是 m; 
057 


加 当 90。 ~“ < y < 90° 时 , 所 求 的 直线 
为 4 条 ， 且 其 中 2 条 在 平面 a 内 的 射影 均 为 m， 
LCOM = arccos < 7 另 2 条 在 平面 a 内 的 

COS 一 
射影 均 为 n, CCON = arccos 和 3; 
sin 一 

@@ 当 ~ = 90? 时 , 所 求 的 直线 为 1 条 , 即 过 
点 O 的 平面 a 的 垂 线 . 

(2) 当 8 = 90°? 时 : 

四 当 0* & YY < 45° 时 , 所 求 的 直线 为 0 条 ; 

名 当 Y = 45°*， 所 求 的 直线 为 2 条 ， 即 
ma、 n; 

@ 当 45°% < 7 < 90° 时 , 所 求 的 直线 为 
4 条 ,县 其 中 2 条 在 平面 a 内 的 射影 均 为 m， 
LCOM = arccos (V2cos7),， 另 2 条 在 平面 a 
内 的 射影 均 为 n, CCON = arccos (V2cosT); 

由 当 7 = 90° 时 , 所 求 的 直线 为 1 条 , 即 过 
所 O 〇 的 平面 a 的 怀 线 . 

说 明 : 由 全 旦 制 普 通 高 级 中 学 教科 
书 (必修 ) 《数学 .第 二 册 ( 下 B)》(2006 年 人 
民 教 育 出 版 社 , 第 2 版 ) (下 简称 《教科 书 第 
二 册 ( 下 B)》) 第 28 页 第 6 题 “ 从 一 个 角 的 顶 
点 引 这 个 角 所 在 平面 的 斜 射 线 , 设 它 和 已 知 











g-—36 
角 两 边 的 夹 角 为 锐角 有 旦 相等 , 求证 这 条 斜 射 线 
在 平面 内 的 射影 是 这 个 角 的 平分 线 ” 的 结论 知 ， 
l 在 a 内 的 射影 为 m 或 (包括 C a 的 情形 ). 

车 过 点 OO 的 直线 /在 a 内 的 射影 为 m， 
由 《教科 书 第 二 册 ( 下 了 B)》) 第 48 页 的 公 
式 “cosb 二 cos01cos92”?， 得 cos LCOM . 
cos ZMOA = cos LCOAh( 当 OC 与 OM 重合 
时 也 成 立 ). 

又 LMO4 = 5 ( 定 值 ) 所 以 ZCOA 随 
LCOM 的 增 大 而 增 大 , 且 ZLCOA > 5 ( 当 且 
仅 当 0C 与 OM 重合 时 取 等 号 ). 注意 到 5 < 


90° — 5, 便 可 得 结论 成 立 . 

问题 1 是 一 个 常见 问题 , 下 面 再 来 解决 相 
关 的 一 串 问 题 ， 

问题 2 ” 若 直线 wa、 所 成 的 角 为 6(6 是 定 
值 , 有 0? < 9 < 90°), 则 过 空间 一 定点 PP 与 直 
线 a、5 所 成 的 角 均 为 90° 一 (0° 所 90? 一 7 去 
90°) 的 平面 有 且 仅 有 几 个 ? 

解 : 因为 所 求 平面 与 直线 ac、 所 成 的 
角 均 为 90° 一 = 所 求 平面 的 膨 线 /与 直 
线 ag、b 所 成 的 角 均 为 y”， 又 过 定点 书 的 直 
线 ! 的 重 面 是 唯一 确定 的 , 所 以 问题 2 与 问 
题 1 是 等 价 的 , 因此 两 者 答案 相同 . 

问题 3 车 相 交 平 面 a、B6 所 成 的 角 
为 9(9 是 定 值 , 有 0° < 6 < 90°), 则 过 空间 一 定 
点 己 与 平面 w、B8 所 成 的 和 角 均 为 90?" 一 TY(0? 去 
90° 一 亏 90°) 的 直线 有 且 仅 有 几 条 ? 

解 : 因为 平面 w、8 所 成 的 角 为 9 < 一 平 
而 cc、6 的 垂 线 所 成 的 角 为 0 所 求 直 线 1 与 
平面 a、B6 所 成 的 角 均 为 90? - 7 全 会 所 求 直 
线 ! 与 平面 w、8 的 垂 线 所 成 的 角 均 为 7, 所 以 
问题 3 与 问题 1 是 等 价 的 , 因此 两 者 答案 相同 . 

问题 4 车 相交 平面 a、B 所 成 的 角 
为 9(9 是 定 值 有 0 < 6 < 90°), 则 过 空间 
一 定 上 扣 P 了 与 平面 a、B 所 成 的 角 均 为 Y(0° < 
YY 二 90°) 的 平面 有 且 仅 有 儿 个 ? 

解 : 因为 所 求 平面 与 平面 w、8 所 成 的 角 
均 为 y < 全 所 求 平面 的 垂 线 /! 与 平面 w、B 所 
成 的 角 均 为 90° 一 y, 所 以 问题 4 与 问题 3 是 等 
价 的 , 因此 两 者 答案 相同 . 
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问题 5 若 直 线 a 与 平面 6 所 成 的 角 
为 90"--b(90? 一 0 是 定 值 , 0* < 90° 一 8 < 90?)， 
则 过 空间 一 定点 书 与 直线 c、 平 面 6 所 成 的 角 
分 别 为 Y、90° 一 (0° 系 7 乏 90?) 的 直线 有 且 
仅 有 几 条 ? 

解 : 因为 直线 ao 与 平面 6 所 成 的 角 为 90? 一 
0 < 全 直线 a 与 平面 8 的 重 线 毛 成 的 角 为 0; 所 
求 直线 1 与 平面 86 所 成 的 角 为 90° - 7 < 所 
求 直 线 1 与 平面 6 的 答 线 所 成 的 角 为 y, 所 以 问 
题 5 与 问题 1 是 等 价 的 , 因此 两 者 答案 相同 ， 

问题 6 ” 若 直 线 & 与 平面 8 所 成 角 为 90° 一 
9 (90° 一 9 是 定 值 , 0? < 90° -09 < 90°), 则 过 
空间 一 定点 卫 与 直线 ga、 平面 6 所 成 的 角 分 别 
为 90° 一 Y、7(0? < 90°) 的 平面 有 且 仅 有 
几 个 ? 

解 : 因为 所 求 平面 与 直线 a、 平 面 6 所 成 
的 角 分 别 为 90” 一 Y、YY < 全 所 求 平 面 的 王 线 
与 直线 w、 平 面 6 所 成 的 角 分 别 为 7、90? 一 7， 
所 以 问题 6 与 问题 5 是 等 价 的 , 因而 两 者 答案 
相同 . 

高 考题 1 (2004 年 高 考 湖北 卷 理 科 第 11 
题 ) 已 知 平面 “与 所 成 的 锐 二 面 角 为 80?， 
P 为 a、B 外 一 定点 ， 过 点 P 的 一 条 直线 
与 a、B 所 成 的 角 都 是 30°, 则 这 样 的 直线 有 且 


(A)1 条 ; (B)2 条 ; (C)3 条 ;”(D) 4 条. 

解 : 本 题 同 问题 3, 其 中 6 = 80°, ~ = 60°. 
再 由 问题 1 解答 的 (1) 全 可 得 答案 为 (D). 

高 考题 2 (2009 年 高 考 重 庆 卷 理科 第 9 
题 ) 已 知 二 面 角 wa 一 ! -- 8 的 大 小 为 50", 尸 为 室 
闻 中 任意 一 点 , 则 过 点 书 且 与 平面 w 和 平面 8 
所 成 的 角 都 是 25? 的 直线 的 条 数 为 .…………: ( ) 

(A)2; (B)3; (C)4; (D)S. 

解 : 本 题 同 问题 3, 其 中 0 = 50°, 7 = 65°. 
再 由 问题 1 解答 的 (1)@ 可 得 答案 为 (B). 

新 编 题 已 知 异 面 直 线 C、! 成 60* 角 , 点 
4 为 空间 中 一 点 , 则 过 点 4 与 cc、b 都 成 45。 角 
的 平面 有 且 只 有 个 . 

解 : 本 题 同 问题 2, 其 中 8 = 60°, 7 = 45°. 
再 由 问题 1 解答 的 (1) 人 @@ 可 得 答案 为 2. 

最 后 , 我 们 再 来 看 一 个 问题 (当然 , 读者 还 
可 把 它 转化 成 其 他 一 些 问题 ): 
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本 试卷 共有 25 道 试题 , 满分 150 分 , 考 
试 时 间 100 分 钟 . 

一 、 选 择 古 (本 大 恶 共 6 题 ， 每 题 4 分 ， 
满分 24 分 ) 

下列 各 题 的 四 个 选项 中 , 有 且 只 有 一 个 


选项 是 正确 的 , 选择 正确 项 的 代号 并 填 涂 在 答 
题 纸 的 相应 位 置 上 .】 
1. 在 下 列 代 数 式 中 , 次 数 为 3 的 单项 式 是 
(A) zy 和 (B) z3 十 1; 
(C) x3y;  (D) 3zy. 


i dd dd de a od od A me 


问题 7 如 图 2, 点 O e 平 面 a, ! 是 空间 的 
一 条 定 直 线 , 直线 /与 平面 a 所 成 的 和 角 为 9 
(9 是 定 信 , 有 0° < 0 < 90°)， 在 平面 a 内 过 
把 O 〇 与 直线 1 所 成 的 角 为 y(0° < YY < 90°) 的 


直线 有 且 仅 有 几 条 ? 
4 






图 2 


解 : 如 图 2， 过 点 O 作 直线 LI， 得 直 
线 1 与 其 在 平面 内 的 射影 mr 所 成 的 角 为 6. 
(1) 当 0=0° 时 : 

了 由 当 Y= 0? 或 90* 时 , 所 求 的 直线 为 1 条 ， 
即 直 线 !” 或 直线 站 在 平面 w 内 过 点 O 的 垂 线 ; 

包 当 0? <xY < 90° 时 , 所 求 的 直线 为 2 条 ， 

(2) 当 6 = 90° 时 : 

人 中 当 0° < y < 90? 时 , 所 求 的 直线 为 0 条 ; 

包 当 ?> = 90* 时 , 所 求 的 直线 为 无 数 条 ， 
即 平面 a 内 过 点 O 的 任意 直线 . 

(3) 当 0° < 8 < 90。 时 : 

中 当 0° < YY < 9 时 , 所 求 的 直线 为 0 条 ; 


加 当 y = 6， 所 求 的 直线 为 1 条 ， 即 直 


线 忆 在 平面 ax 内 的 射影 m; 


回 当 8 < YY < 90°? 时 , 所 求 的 直线 为 2 条 ， 
即 与 直线 /在 平面 a 内 的 射影 m 所 成 的 角 
为 arccos 的 两 条 直线 . 

说 明 : (1)、(2) 显然 成 立 ， 由 《教科 书 第 
二 册 ( 下 B)》) 第 48 页 的 黑体 字 “平面 的 斜 线 
和 它 在 平面 内 的 射影 所 成 的 角 , 是 这 条 斜 线 
和 这 个 平面 内 任 一 条 直线 所 成 的 角 中 最 小 的 
角 ” 知 (3) 中、 四 成立 . 

如 图 3, 设 平面 wc 内 过 点 O 的 直线 a 与 站 
线 W 所 成 的 角 为 Y, 得 cos8 . cos ZMOA = 
cos7， 即 所 求 直 线 c 与 直线 和 所 成 的 角 
AMO4 = arccos — 易 知 它 是 锐角 , 所 以 所 
求 的 直线 有 且 仪 有 2 条 (图 3 中 的 直线 a、5)， 
且 走 线 m 是 直线 a、b 所 形成 的 一 对 对 顶 角 的 
平分 线 . 由 此 可 知 (3) @ 成 立 . 
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9 一 238 
2. 数据 5, 7, 5, 8, 6, 13, 5 的 中 位 数 是 
(A) 5; (B) 6; (C) 7; (D)®&. 
3 不 等 式 组 | 一 
化 一 2> 
(A) Z> —3; (B)z < 一 3; 
(C) Z>2; (D)z < 2. 
4， 在 下 列 各 式 中 , 二 次 根 式 Va 一 6 的 有 
理化 因 式 是 


(A) Va+b;  (B) Vatwvb; 

(C) Ve-b; (D)VvVa—wve. 

5. 在 下 列 图 形 中 , 为 中 心 对 称 图 形 的 是 
(A) 等 腊 梯 形 ; (B) 平行 四 边 形 ; 
(C) 正 五 边 形 ;  (D) 等 腰 三 角形 . 


6. 如 果 两 圆 的 半径 长 分 别 为 6 和 2, 圆心 
距 为 3, 那么 这 两 圆 的 位 置 关系 是 

(A) 外 离 ; (B) 相 切 ; (C) 相交 ; (D) 内 今 . 

二 、 填 空 题 (本 大 题 共 12 题 , 每 题 4 分 ， 
满分 48 分 ) 


、 1 
. 种 玉 :| 一 一 
7. 计算 B 


8. 分 解 因 式 : wy 一 2 = . 

9. 如 果 正 比例 函数 1 = kz (天 是 常数 ,天 天 
0) 的 图 像 经 过 点 (2, 一 3), 那么 y 的 值 随 z 的 值 
增 大 而 ( 填 “ 增 大 ”或 中 小 *). 

10. 方程 Vz 十 1 = 2 的 根 是 。 

11. 如 果 关 于 z 的 一 元 二 次 方程 x? 一 6z 十 
c 二 0(c 是 常数 ) 没 有 实数 根 , 那么 c 的 取 值 范 
围 是 . 

12. 将 抛物 线 y = z2 十 2 向 下 平移 2 个 单 
位 后 , 所 得 新 抛物 线 的 表达 式 是 _ _  . 

13. 布袋 中 装 有 3 个 红 球 和 6 个 白 球 , 它们 
除 颜 色 外 其 他 都 相同 , 如 果 从 布袋 里 随机 摸 出 
一 个 球 , 那么 所 摸 到 的 球 恰好 为 红 球 的 概率 
是 . 

14. 某 校 500 名 学 生 参 加 生命 安全 知识 测 
试 , 测试 分 数 均 大 于 或 等 于 60 且 小 于 100, 分 
数 段 的 频率 分 布 情况 如 表 1 所 示 ( 其 中 每 个 
分 数 段 可 包括 最 小 值 , 不 包括 最 大 值 ), 结合 
表 1 中 的 信息 , 可 得 测试 分 数 在 80~.90 分 数 段 
的 学 生 有 名 . 




















表 1 
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15. 如 图 1, 已 知 梯形 4BCD 中 ,4DH/BC， 
BC = 24D, 如 果 记 = 已 4B = 5, 那么 


AC = (用 万 、 卫 表示). 





及 D 


图 1 


16， 如 图 2, 在 人 4BC 中 , 点 D、 如 分别 
在 边 4B、AC 上 , <4AED = LB. 如 果 AB = 
2, AAADBE 的 面积 为 4, 四 边 形 BCED 的 面积 
为 5, 那么 边 4B 的 长 为 





17. 我 们 把 两 个 三 角形 的 重心 之 间 的 距离 
叫做 重心 距 . 在 同一 平面 内 有 两 个 边 长 相等 的 
等 边 三 角形 , 如 果 当 它们 的 一 边 重 合 时 重心 距 
为 2, 那么 当 它 们 的 一 内 角 成 对 顶 角 时 重心 距 
为 





18. 如 图 3, 在 RtAABC 中 , ZC = 90。， 
ZA = 30"，BC = 1, 点 DD 在 边 4C 上 , 将 
和信 4DB 沿 直线 BD 翻 折 后 , 点 4 落 在 点 马 处 . 
如 果 ADLED, 那么 线段 DE 的 长 为 





C A 
图 3 
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三 、 解 答题 (本 大 题 共 7 题 , 满分 78 分 ) 
19. (本 题 满分 10 分) 





计算 : 5 x (V3—1)* + 万 一 二 3 一 
V3 —1 
2 
20. (本 题 满分 10 分 ) 
解 方程 : + -=_1l. 
z+3 x72—9 2 一 3- 


21. (本 题 满分 10 分 , 第 (1) 小 题 满分 4 分 ， 
第 (2) 小 题 满分 6 分 ) 


及 


如 图 4, 在 Rt 和 4ABC 中 , ZACB = 90°，, 
DD 是 边 4B 的 中 点 , BELCD, 垂 足 为 点 百 . 已 
知 4C = 15, cos A = 一. 

(1) 求 线段 CD 的 长 ; 

(2) 求 sin LZDBE 的 值 . 

22. (本 题 满分 10 分 , 第 (1)、(2) 小 题 满分 
各 5 分 ) 

某 工厂 生产 一 种 产品 , 当 生 产 数 量 至 少 
为 10 吨 , 但 不 超过 50 吨 时 , 每 吨 的 成 本 y( 万 
元 / 吨 ) 与 生产 数量 zx ( 吨 ) 的 函数 关系 如 图 5 所 
个， 





图 5 


(1) 求 y 关 于 zz 的 函数 解析 式 , 并 写 出 它 的 
定义 域 ; 


款 学 款 学 
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(2) 当 生 产 这 种 产品 的 总 成 本 为 280 万 元 
时 , 求 该 产品 的 生产 数量 . 
( 注 : 总 成 本 = 每 吨 的 成 本 x 生产 数量 ) 
23. (本 题 满分 12 分 , 第 (1) 小 题 满分 5 分 ， 
第 (2) 小 题 满分 7 分 ) 


4 D 


E C 
图 6 


己 知 : 如 图 6, 在 鞭 形 4BCD 中 ,点 五 、 
FF 分 别 在 边 BC、CD 上 ,LBAF=ZDABE， 
AE 与 BD 交 于 点 GG. 

中 过 呈 8 好 

(2) a = 万 页 有 时， 求证 : 四 边 形 
BEFG 是 平行 四 边 形 . 

24. (本 题 满分 12 分, 第 (1) 小 题 满分 3 分 ， 
第 (2) 小 题 满分 5 分 , 第 (3) 小 题 满分 4 分 ) 

如 图 7, 在 平面 直角 坐标 系 zOy 中 , 二 次 
函数 y = az2 二 6z + c 的 图 像 经 过 点 4(4, 0)、 
B (1,0), 与 y 轴 交 于 点 C, 点 DD 在 线段 OC 
上 , OD = t, 点 马 在 第 二 象限 , ZADE = 90°， 
tan LDAE = > 加 FLOD, 垂 足 为 点 





图 7 


(1) 求 这 个 二 次 函数 的 解析 式 ; 

(2) 求 线段 让 、OF 的 长 (用 含 t 的 代数 
式 表 示 ); 

(3) 当 ZECAh = LOAC 时 , 求 4 的 值 . 

25. (本 题 满分 14 分 , 第 (1) 小 题 满分 3 分 ， 
第 (2) 小 题 满分 5 分 , 第 (3) 小 题 满分 6 分 ) 
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如 图 8， 在 半径 长 为 2 的 扇形 AOB 中， 
ZAOB= 90°, 点 CO 是 AB. 上 的 一 个 动 点 (不 与 
点 A、B 重合 ), OD1BC, OE1LAC, 垂 足 分 别 


为 D、EE 
B 
NN 
LN 


图 8 


(1) 当 BC = 1 时 , 求 线段 OD 的 长 ; 

(2) 在 人 DOB 中 是 否 存 在 长 度 保持 个 变 
的 边 ? 如 果 存 在 , 请 指出 并 求 其 长 度 ; 如 果 不 
存在 , 请 说 明理 由 ; 

(3) 设 BD = x, 和 人 DOE 的 面积 为 y, 求 y 
关于 z 的 函数 解析 式 , 并 写 出 它 的 定义 域 . 


答案 要 点 
” 选择 题 
1. A; 2, B; 3. Ci 4. Ci 5. B; 
6. D. 
二 、 填 空 题 
1 、 
7. 3 8. X(y 一 1); 9. 减 小 ; ，10. z = 3; 
ll.c>9; 12.y=2x2+7x—2; 13. l. 
— 3 
14. 150; 15. 2C 十 Dj 16. 3; 17. 4; 
18. V3—1. 
19， 解 : 原 式 = 3(4—2V3)+ V2+1+ 


V3— V2=2— V3+VvV2+1+ V3— V2=3. 
20. 解 : 去 分 母 , 得 x(x 一 3) 十 6 二 xz 十 3, 
整理 , 得 z2 一 4x 十 3 = 0, 

解 得 zl = 1, zo = 3. 
经 检验 , x = 3 是 增 根 , z = 1 是 原 方程 的 

根 . 

所 以 原 方程 的 根 是 zx = 1. 
21. 解 : (在 RtA4BC ZACB = 
3 
90°, AC 一 15， cosA= B= 
.AB = 25. AB 5 
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AB 25 
.CD = 一 一 -一 也. 


VAB?— AC? = 


… 吕 是 4B 的 中 点 ,. 
(2) 在 RtAABOC 中 , BC = 
20. 


, 
“BD2CD- -2» 


2 2 
“. LZDOB = LDBCG. 


在 RtACEB 中 , LB = 90。， 
CE= BC.:.cos LBCE = BC .cos ZABC 
一 16. 


“DE=CEB-CD= 7 
在 RIADEB 中, LDEB = 90°， 
DE_7 


22. 解 : (1) 设 画 煞 佣 析 式 为 ， 二 kw + b, 
{10= 10k+b, 
6 = 50k++b. 
1 
a We 
b=11. 
4 关于 zz 的 函数 解析 式 为 y = -z+ 

11, 定义 域 是 10<z < 50. 

(2) 由 题 意 , 得 zy = 280， 


即 z (-i? 十 1 一 280, 
灿 理 , 得 x2 一 110z 二 2800 = 0， 

解 得 zl = 40, x2 = 70， 

经 检验 , x = 70 不 合 题 意 , 舍 去 . 

答 : 该 产品 的 生产 数量 为 40 吨 . 

23. 证 明 : (1) … ZBAF = 人 DAE, 

“, LBAE+AZEAF = LDAF + ZEAR, 
“. ZBAE = AZDAF. 

… 四边 形 ABCD 是 萎 形 ， 

‘“. AB = AD, LABE = ZADF, 
“AABE 22 人 4 门下， 
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… BE=DF, BC = DCO, 
.BE _ DF 
“BC DO 
“*. EF/BD. 
“四边形 BBFG 是 平行 四 边 形 . 


24. 解 : (1) 由 二 次 函数 y = az2 十 6z 十 c 的 . 


图 像 经 过 点 A(4,0)、B( 一 1, 0)， 
0 一 16a 十 24 十 c， 
得 
0 一 a 一 .6 十 <. 


一 一 2， 
解 得 
co 二 8. 


. 二 次 函数 的 解析 式 为 y = 一 2x? 十 6z 十 


(2) … 点 万 在 线段 OC 上 , 点 瓦 在 第 二 象 
限 , ZADE = 90°, EF10OD,， 

“. LEDF + LADO = LDAO + LADO 
一 90°, 

“. LEDF = LDAO, 

“. RtADFEmRtAAOD, 

.EF DF DE 

“DO AO AD. 
在 RtAADEBE 中 ， CADE 一 90°, 


E 
tan LDAE = 7 = 3 
EF __DF_I 
DO A0O 2 
EF = 5DO, DF==AO 
OD =+, 
.mt 
“EF = 3, 


… 点 4 的 坐标 为 (4, 0)， 
.OA4=4, PE 一 
“OF=t— 

(3) 由 (1) 得 ， 二 C 的 坐标 为 (0,，8). 
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延长 CB 交 z 轴 于 点 G, 设 点 G 的 坐标 
为 (x, 0)， 

‘““ LECA = LO0AC, 

‘“. OG = AG, 

V22 十 82 = V(x 一 4)3, 解 得 z= 一 

.GO=6. 

由 已 知 , 可 得 点 下 在 线段 OD 上 ， 

义 ““ OF=t—2y, 

“FC= OC— OF=10-1, 





25. 解 : (1) 在 扇形 AO0B 中 ， 
“. BD = -BC. 


““* ODLBO, 


~ VOB’ -BD - os. 
二 边 DE 的 长 度 保 畦 不 变 联 
结 4 万 ， 
“* LAOB = 90°, 04A = 0B =2. 
。 = VOB? + O42 = 2V2. 
‘* ODLBO, OELAC., 
.CD= BD,CE= AE, 
“. DE = 3AB = V2. 


(3) 联结 0C, … 点 0 在 4B 上 , .OC = 
OB, 
“ODL1BO, 
(下 转 第 9-49 页 ) 
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一 道 高 考 数 学 试题 的 魅力 员 析 


362014 ”福建 省 泉州 市 马甲 中 学 肖 串 


2011 年 全 国 高 考 江 西 卷 理 科 试 题 第 10 题 : 
如 图 1, 一 个 直径 为 1 的 小 贺 沿 着 直径 为 2 的 大 
圆 内 壁 按 逆 时 针 方 向 滚动 , M 和 NN 是 小 圆 的 
一 条 固定 直径 的 两 个 端点 . 那么 , 当 小 圆 这 样 
滚 过 大 圆 内 壁 的 一 周 , 点 M、WN 在 大 圆 内 所 绘 
出 的 图 形 大 臻 是 ( ) 








图 1 


虽说 这 是 一 道 选 择 题 , 经 研究 感到 其 魅力 
十 足 . : 
魅力 一 : 具有 较 强 的 挑战 性 

作为 高 考试 题 , 要 在 很 短 的 时 间 内 完成 ， 


对 应 试 者 的 知识 、 能 力 、 智 楚 有 很 高 的 要 求 ，. 


具有 较 强 的 挑战 性 . 

在 平时 的 教学 中 , 我 们 提倡 动手 操作 、 实 
物 感知 . 在 考场 上 , 用 圆规 在 草稿 纸 上 分 别 画 
出 直径 是 2 与 1 的 两 个 圆 , 再 用 小 力 将 它们 划 
下 来 , 然后 在 小 网 上 画 出 直径 MN, 依 图 样 摆 


游 明 珍 


好 两 阅 , 按 住 大 圆 , 依 题 目 要 求 滚动 小 圆 , 观察 
点 计 与 点 的 运动 轨迹 , 对 照 选项 中 的 图 形 ， 
就 能 得 出 答案 . 

当然 ,此 题 也 可 进行 如 下 严谨 推导 : 不 
妨 设 直径 MN 初始 位 置 在 水 平 线 上 且 大 圆 的 
国 心 为 点 O (如 图 2), 当 小 圆 由 公共 点 以 位 置 
沿 大 圆 的 左下 方 内 壁 滚动 到 点 DD 时 , 设 小 贺 
圆心 为 点 已 ,原来 的 点 好 此 时 位 于 点 AM 处 ， 
由 于 大 圆 弧 长 MD 与 小 贺 弧 上 长 MID 相等 及 
大 出 半径 是 小 圆 半径 的 2 倍 ,, 知 2LAMND = 
ZM1BD. 在 小 圆 中 2ZMIND = -MBD, 因 
此 , ZMND = ZMiND. 又 由 于 点 M、Mi、 
NN 在 直线 DN 的 同一 侧 , 故 点 M、Mi1、N 共 
线 , 即 点 M 运动 的 轨迹 在 线段 MN 上 . 不 妨 设 
小 圆 滚动 到 点 了 时 , 点 MM 在 点 加 处 , 点 N 运 
动 到 点 和 Ni 处 , 由 于 BE = BN = BO， 则 
FEON = 90°, 可 知 点 An 在 与 MO 导 直 的 直 
径 的 下 半 段 . 由 前 面 的 分 析 知 , 当 点 M 运动 到 
大 圆 的 圆心 点 DO 时 , 点 六 则 位 于 与 MO 垂直 
的 大 圆 直 径 的 下 端点 . 又 由 于 圆 的 对 称 性 , 当 
小 圆 在 大 加 的 右 下 方 、 右 上 方 及 左上 方 上 演 
动 时 , 点 M、NN 运动 的 轨迹 是 相互 收 直 的 两 直 
径 . 





利用 直角 坐标 系 , 使 用 解析 方法 求 轨迹 
也 是 常用 的 手段 因此 可 考虑 建立 直角 化 
标 系 来 解决 问题 . 以 过 大 圆 圆心 C 的 水 平 直 
线 为 z 轴 , z 轴 与 大 圆 的 左 交 点 为 原点 , 建立 
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平面 直角 坐标 系 , 如 图 3 所 示 ， 这 样 小 圆 直 
径 MN 的 初始 位 置 就 是 线段 OC 的 位 置 . 设 
点 己 (z, 妇 是 点 M 轨 迹 上 任意 一 点 , 对 应 此 点 


的 小 圆 贺 心 为 点 B(xo, yo), 设 贺 B 与 大 癌 的 公 ' 


共 点 为 点 D. 设 当 小 圆 由 点 M 沿 大 圆 滚动 到 

点 DD 时 ,， ZOC'D = 906， 由 于 大 圆 圆 弧 OD 长 

度 等 于 小 贺 阅 弧 PD 的 长 度 , 且 CD = 2BD， 

则 ZLZPBD = 20. 点 避 坐 标 满足 关系 
.XT0=1— 3 °c0s0, 





点 了 坐标 满足 关系 
z = 20 — 3 cosb, 
ee © 
y= yo + 5 sinb, 
= 1— cosd, 
由 @@ 、 因 得 4 ”“” “' 故 点 MM 扫 


: 4 一 3 

迹 是 以 点 O 为 端点 的 大 圆 的 直径 .由 于 小 圆 
直径 的 两 个 端点 关于 小 圆 的 圆心 成 中 心 对 
称 , 则 点 已 的 对 称 点 P(z',y) 的 坐标 满足 关 
和 一 ， 。。 故 点 六 的 轨迹 是 过 大 圆 圆心 

4 = — sing, . 
且 与 点 M 轨迹 重 直 的 大 圆 直径 . 

魅力 二 : 具有 较 高 的 探究 性 

此 题 中 大 圆 的 直径 是 2, 小 并 的 直径 是 1， 
车 大 圆 的 直径 换 成 3 而 小 贺 的 直径 仍 为 1, 小 
贺 仍 沿 大 阅 滚 下 ,点 M 的 轨迹 又 是 什么 昵 ? 
只 要 在 前 面 坐标 法 的 基础 上 稍 作 改变 , 即 可 
找到 答案 . 如 前 面 坐标 法 那样 建立 平面 直角 
坐标 系 , 设 小 圆 圆心 为 B(zo, yo), 设 点 MM 轨迹 
上 任意 一 点 P(x, 让 及 LOCD = 8. 由 于 大 圆 
贺 弧 OP 长度 与 小 较 了 网 弧 2D 的 长 度 相 钳 及 
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大 圆 半径 是 小 圆 半 径 的 3 倍 , 则 LPBD = 36， 
点 召 坐 标 满足 关系 


T0380 @ 
yo = — sin 0, 
拟 忆 坐标 满足 关系 
=X0— 1 os 20, 
2 
ee @ 
y= Yt ssin20, 


由 二 、 办 得 
{r= > 一 Cosb 一 3 cos 20, 
y= 二 一 Sin9 十 2 sin 20, 
由 起 级 画板 软件 可 知 点 M 轨迹 如 图 4 所 示 . 





图 4 
由 于 点 六 与 点 M 关 于 小 圆 圆 心 对 称 ,， 易 
得 点 NN 轨迹 方程 为 


3 1 
2 一 3 — Cos0 + 3 ¢0s20, 


2 一 一 Sinb 一 > sin 20, 


由 超级 画板 软件 可 知 点 入 轨迹 如 图 5 所 示 . 





将 题 中 具体 数字 字母 化 , 设 一 定 圆 其 
半径 为 R, 动 贺 半 径 为 -, 点 M 轨迹 又 是 什 
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么 ? 仍 可 用 坐标 方法 解决 ， 同 样 只 要 在 前 
面 坐标 法 的 基础 上 作 调整 便 可 . 在 图 6 中 ， 
设 ZOCD = 9, 由 于 定 贺 俩 弧 OD 长 度 与 动 
圆 圆 弧 PD 的 长 度 相 等 及 大 回 半 径 是 小 圆 半径 
的 二 倍 , 则 <PBD = 全 g, 点 马华 标 满足 关系 





(2 .ss.. © 
yo = —(R— 7)sin®d, 
点 书 坐 标 满 足 关 系 
站 
X= 0%0 一 让 COS (2 -1) 0, 
i © 


y= Yot+rsin (#1) 0, 
由 合 、@ 得 
| z=R—(R—7)cos0—r cos (2-1) 0, 


y=—(R—7)sin0+rsin 二) 0, 


此 方程 便 是 点 M 的 轨迹 方程 . 

魅力 三 : 具有 一 定 的 推广 性 

原 题 中 动 圆 是 在 定 圆 内 壁 深 动 , 动 圆 与 定 
贺 是 构成 滚动 的 两 个 “要 件 ", 这 两 个 “要 件 ” 为 
这 个 “滚动 " 问题 带 来 了 一 定 的 推广 空间 . 车 
将 其 中 的 至 少 一 “要 件 ” 改换 , 会 得 到 一 些 关 
于 “滚动 ”的 新 的 命题 . 

将 定 圆 换 成 直线 , 可 得 这 样 一 个 命题 : 如 
图 7, 直径 为 1 的 圆 放 置 在 直角 坐标 系 的 原点 ， 
点 书 为 圆 上 的 一 定点 (此 时 与 原点 重合 ), 让 圆 
沿 z 轴 滚动 , 设 点 P(z,y) 的 纵 坐 标 与 横 坐 标的 
消 数 关系 是 y = f(z), 则 f(z) 的 最 小 正 周 期 
为 ” . 

也 可 提出 求 点 忆 的 轨迹 方程 . 
若 将 定 圆 换 成 定 直线 , 把 动 岗 换 成 顶 圆 ， 
可 得 这 样 一 个 命题 : 如 图 8, 周 长 为 3 的 椭 逆 
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放置 在 直角 举 标 系 的 原点 ， 扣 忆 为 椭圆 上 
的 一 定点 (此 时 与 原点 重合 )， 让 樟 圆 治 z 轴 
滚动 , 设 点 P(x,y) 的 纵 华 标 与 横 坐 标的 茹 
数 关 系 是 y = f(z),. 则 了 (xz) 的 最 小 正 周 期 








若 将 原 题 中 的 动 圆 、 定 圆 两 个 “要件” 分 
别 换 成 正方 形 与 直线 , 就 能 产生 2010 年 全 国 高 
考 北京 卷 试题 : 如 图 9, 放置 的 边 长 为 1 的 正方 
形 PABC 沿 x 轴 滚 动 . 设 顶点 Plz,o) 的 纵 坐 
标 与 横 坐 标的 函数 关系 是 y = f(z), 则 f(z) 的 
最 小 正 周期 为 ;yy = f(x) 在 其 两 个 
相 令 零点 间 的 图 像 与 x 轴 所 围 区 域 的 面积 
为 








者 将 原 古 中 的 动 加 、 定 图 分别 换 成 “ 凸 
轮 ” 与 直线 , 就 能 产生 2011 年 全 国 高 考 江 西 卷 
文科 试题 : 如 图 10, 一 个 “凸轮 ” 放置 于 直角 平 
面 坐标 系 z 轴 上 方 , 其 “ 底 端 ” 落 在 原点 O 处 ， 
一 顶点 及 中 心 M 在 y 轴 正 半 轴 上 , 它 的 外 围 由 
以 正三 角形 的 顶点 为 圆心 , 以 正三 角形 的 边 长 
为 半径 的 三 段 等 弧 组 成 . 今 使 “凸轮 ” 沿 z 轴 
正 同 滚 动 前 进 , 在 深 动 过 程 中 “凸轮 ” 每 时 每 
刻 都 有 一 个 “最 高 点 ”, 其 中 心 也 在 不 断 移动 位 
置 , 则 在 “凸轮 ” 深 动 一 周 的 过 程 中 , 将 其 “最 
高 点 ”和 “中 心 点 ”所 形成 的 图 形 按 上 、 下 放 
置 , 应 大 致 为 ( ) 
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图 10 


魅力 四 : 具有 较 好 的 欣赏 性 

美的 魅力 是 不 可 拒绝 的 ,“ 体 会 数学 的 美 
学 意义 ” 是 普通 高 中 数学 课程 标准 的 具体 目标 
之 一 . 数学 中 有 大 量 的 美的 元 素 存 在 , 如 雅致 
的 图 形 、 流 畅 的 曲线 、 对 称 的 方程 等 信息 
技术 具有 丰富 的 图 形 呈 现 , 制作 功能 有 其 优势 ， 
它 能 做 到 我 们 用 其 他 手段 难以 做 到 或 做 不 到 的 

承 题 中 点 M、 六 运动 的 轨迹 是 相互 垂直 


的 两 直径 , 其 图 简洁 , 对 称 ， 在 探究 中 当 大 圆 


的 直径 由 2 换 成 3 而 小 圆 的 直径 仍 为 时, 得 
到 点 MM、NN 运动 的 轨迹 分 别 是 两 个 曲 边 三 角 
形 , 从 图 4、 图 5 可 见 这 两 个 图 形 曲 线 光滑 、 
优美 、 对 称 . 在 进一步 的 探究 中 , 把 定 圆 、 动 
圆 半径 分 别 用 及、+ 表 示 时 , 得 到 点 M 的 轨迹 
方程 是 

r= R—(R—r)cosO—r cos (2-1) 0, 


y=—(R—r)sing +rsin (2 一 1 0， 
虽然 方程 有 三 个 参量 , 但 由 于 数学 图 形 软件 有 
强大 的 画图 功能 及 动态 追踪 功能 , 我 们 还 是 有 
机 会 目 睹 方程 所 描述 的 图 形 ， 图 11 是 利用 趋 
级 画板 所 画 , 此 时 二 一 1.5855. 此 图 形似 花 采 ， 


线条 流畅 . 若 利 用 变量 尺 不 断 调整 芋 的 比值 ,: 


可 观看 到 比 什 不 同时 图 形 的 有 却 变 化 . 仔细 观 
察 , 发 现 当 二 的 比值 是 正 整数 n(n > 1) 时 , 图 
形 的 花瓣 就 恰好 是 m, 图 12 是 芋 二 5 时 5 匆 花 


采 , 此 图 工整 、 对 称 并 且 曲 线 优 美 , 让 人 交心 
悦目 . 
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图 12 


在 大 多 数 情况 下 , 我 们 总 是 看 一 看 、 做 一 
做 各 类 题目 便 对 它们 做 出 采用 还 是 不 用 的 处 
理 . 有 不 少 好 的 题 , 由 于 我 们 的 朴 忽 或 对 其 研 
究 不 够 , 常 不 经 意 间 从 我 们 手中 滑 掉 , 沉 入 题 
海 , 因此 其 价值 也 难以 体现 , 其 魅力 难以 突显 . 
不 少 高 考题 是 出 于 课本 又 高 于 课本 , 是 专家 反 
复 推 蔽 而 成 , 这 些 试题 不 仅 承 载 了 对 知识 、 能 
力 、 方 法 的 考查 任务 , 而 且 对 我 们 的 教学 有 重 
要 的 影响 作用 .对 这 样 的 题 不 仅 要 做 、 要 用 ， 
而 且 要 研究 、 要 欣赏 , 尽 放 其 光彩 , 尽 显 其 魅 
力 , 让 其 功效 最 大 化 . 教师 在 对 这 样 的 试题 的 
和 研究、 欣赏 中 , 可 积累 知识 , 优化 知识 结构 , 增 
强 研究 能 力 , 丰富 数学 文化 , 感受 数学 的 魅力 . 
总 之 , 对 高 考试 题 的 研究 、 欣 赏 , 是 增进 教师 
专业 修养 的 有 效 途 经 , 值得 大 家 去 做 . 
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2 十 2Z2” 智能 教育 平台 超级 画板 
一 《立体 几何 》 和 智能 推理 功能 举例 


277500 ”山东 省 滕州 市 第 一 中 学 机 永 进 山东 省 滕州 市 北 辛 中 学 ” 满 孝 梅 


文 ]、 办 详细 介绍 了 “Z+2" 智能 教育 平 foe ri 
台 超级 画板 的 智能 推理 功能 在 平面 几何 和 立体 | sm ee 
几何 方面 的 应 用 , 并 且 文 人 ] 提 到 超级 画板 在 立 站 | -aa | 
体 几 何方 面 的 智能 推理 功能 , 但 没有 给 出 例题 。 一 一 一 一 | 。 
笔者 受到 启发 , 抱 着 试 一 试 的 好 奇 心 探究 了 其 站 ” 
在 立体 几何 智能 推理 方面 的 应 用 , 举 一 例 简要 
说 明 课件 的 制作 过 程 

例 1 在 三 楼 锥 V 一 ABC 中 ,VA 二 VB 
= AC = BC = 2, 4B = 2V3, VC = 1, 求 二 
面 角 V 一 4B 一 的 大 小 . 

课件 制作 过 程 : 

(1) 打开 超级 画板 一 一 立体 几何 软件 , 此 
时 自动 新 建 一 个 名 为 ltjihel 的 文档 , 点 击 文件 
菜单 一 保存 , 在 弹出 的 对 话 框 内 填写 文件 名 ， 

(2) 单 击 菜单 项 : 作 图 一 ,棱锥 一 ,三 楼 
锥 , 软件 自动 作出 三 棱锥 4 - BCD, 如 图 1. 





让 
于 
1 -一 


a de pe EE 
py - 3 "len 





及 


D5 
图 :1 





(3) 双击 顶点 4, 在 弹出 的 对 话 框 中 (如 
图 2) 将 名 字 改 为 V. 用 同样 的 方法 更 改 其 他 顶 (5) 单 击 线段 长 度 , 并 双击 右 侧 对 象 列表 
点 的 名 字 , 如 图 3. 中 对 象 线段 4, 线段 V4 出 现在 右 侧 下 栏 方 
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框 内 , 此 时 线段 Y4 变 粗 , 如 图 5 ( 注 : 如 果 误 选 
线段 VB, 双击 右 侧 下 栏 双 框 内 对 和 象 线段 VB， 
则 线段 VB 消失, 然后 重新 选择 即 可 ,下 同 ). 


口 记过 全 本 和 | 





(6) 单 击 右 侧 下 栏 方 框 内 线段 V4, 在 条 件 
值 对 应 的 编辑 框 内 输入 2, 如 图 6. 





图 6 


雪 种 短 和 袜 光 共用 ， 
上线 后 89 展 
| - 线 据 的 比 
线 抽检 窜 





(8) 用 同样 的 方法 为 其 他 线段 赋值 , 最 后 
单 击 返 回 按钮 , 如 图 8. 
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印 - 而 和 和 这 癌 失 放 一 i! 
中 窑 间 的 站 线 和 平 而 | 


世人 


已 
。 FE BA :02 


站 Shi x 加 ual | 





(9) 单 击 菜单 项 : 解 题 一 问题 , 单 击 空间 
的 直线 和 平面 前 面 的 “+” 展开 , 并 单 击 “二 面 
角 ”, 如 图 9. 





(10) 双击 右 侧 对 象 列 表 框 中 对 象 点 六 ， 
双击 线段 4B, 双击 点 C, 此 时 点 V, 线段 AB， 
点 C 出 现在 右 侧 下 栏 方 框 内 , 如 图 10. 


3 
六 
下 
让 
下 
时 
让: 
EL 





(11) 单 击 增加 问题 按钮 (图 11 左 数 第 三 个 
按钮 )， 求 二 面 角 V 一 AB 一 C 出 现 问 题 框 内 , 如 
11. 





(12) 单 击 返回 按钮 (图 11 右 数 第 一 个 按 
钮 ). 

(13) 单 击 菜单 项 : 解 题 一 自动 解 题 ,等 推 
理 绪 束 后 , 单 击 工作 区 中 问题 选项 卡 , 在 问题 
界面 中 单 击 问题 前 面 的 “+” 展 开 , 结果 是 问题 
还 没有 解决 , 给 出 了 一 些 解决 问题 的 提示 , 如 
图 12， 

工作 区 三 
















EE 求 一 而 各 V:AB-C. 
~ 此 问题 县 前 没有 解决 ， 
~ 下列 一 些 操作 中 的 一 部 分 对 此 问题 的 解决 + 
.和 作 、CVY、CB、BV、CA、AV 的 中 点 


PRL 2 
时 工程 4 问题 | | 
一 一 一 一 一 


(14) 根据 提示 作出 线段 4B 的 中 点 D, 连 
结 VD, CD. 然后 单 击 菜单 选项 : 解 题 一 自 
动 解 题 , 等 推理 结束 后 , 单 击 工作 区 中 问题 选 
项 卡 , 在 问题 界面 中 单 击 问题 前 面 的 “+?” 展 开 ， 
,如 图 13. 


得 到 问题 的 解答 





工作 区 = : 
i cB|=[AC| (规则 7 及 (i1)、(10)) 
_ 2CBA 时 等 腰 三 角形 {规则 16 及 (20)) 
--CDLAB (规则 18 及 (1)}、(21)) (2 
:二 面 角 V-AB-C=60?" (规则 107 及 (16)、 | 


t 





让 了 和 全 问题 | 党 的 里 诛 | 
13 


(15) 单 击 工 作 区 中 推理 选项 卡 , 看 到 推理 
库 共 推出 579 条 信息 , 用 时 少 于 1 秘 , 如 图 14. 
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-推导 信息 库 (579 冬 ) 推 再 时 间 : 少 于 1 秒 。 “| 
中 .两 点 沁 的 距离 (1 有 0): ， 国 | 
申 线段 的 中 点 (3 条 }: | 






外- 点 在 音 绚 上 人 ( 奈 }: 

由 -线段 相等 (23 条 ): 

四 -线段 的 比 (6 和 ): 

中 . 商 给 距 商 (3 如 1: -| 


理工 程 1h 问 EE 
图 14 4 
(16) 拖 动 工作 区 中 滑 条 , 找到 二 面 角 , .并 


单 击 二 面 角 前 面 的 “上 +” 号 , 然后 找到 要 求 的 二 
面 角 VV 一 4B 一 CC, 单 击 前 面 的 “+”*, 如 图 15. 














申 - 二 面 角 V-CD-A=90。 (规则 110) 
i 由 -二 面 角 V-CD-8=90° (规则 110) 
| 由 -二 面 角 C-DV-A=90" (规则 110) 
| 由 .二 面 钙 C-DV-8B=90” (规则 110) 
| 日 -二 夯 角 V-AB-C=60* (规则 107) | 
| 。 申 CDLAB (规则 18) | 
申 .DV4AB (规则 18) - 
| 国 . <VDC=60。 GRY24) 

由 点 到 直线 的 距离 (6 条 ) 


开工 程 | 问题 代 扒 和 








ee 


图 15 


(17) 继续 打开 各 条 件 前 的 “+”, 直到 认为 
条 件 显然 成 立 或 为 已 知 为 止 . 然后 将 鼠标 指向 
二 面 角 V 一 4B - C = 60?", 单 击 孔 标 右 键 , 求 
二 面 角 V 一 4B ~- C 大 小 的 解 题 过 程 (包括 题 
目 ) 就 出 现在 作 图 区 内 , 如 图 16 ( 注 : 双击 文本 ， 
可 以 对 文本 进行 编辑 修改 , 拖 动 文 本 框 四 周 的 
黑色 方块 , 可 以 调整 文本 的 显示 内 容 和 位 置 ， 
此 处 从 略 ). 


“如 图 : D 是 线段 AB 的 中 点 - 
车: "VCl=1", "|BAl=2*(3)t ", "ICBI"2", 
"ACI=2", "VBI-2", "IVAL-2" 
求 二 面 角 VAB-C. 
解 : 
IYCI=IVD| (显然 ) (0 
”YcElCD] ( 呈 然 ) (1) 
和信 VCD 是 等 边 三 角形 (规则 21 及 (0)、 (DD)) 02) 
CVDC=60e (规则 24 及 (2)) (3) 
DVYLAB (显然 ) (4) 
CD 上 AB (加 然 ) (与 
二 曾 角 VAB-C=602 (规划 107 及 (3)、(D、(5)) (0) 


图 16 
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(18) 点 击 推理 库 的 其 他 信息 看 看 : 比如 
直线 V4 与 平面 VCD (软件 中 显示 为 < TY4， 
面 DVC >) 所 成 的 角 . 单 击 工作 区 中 推理 库 选 
项 卡 中 直线 和 平面 所 成 的 角 前 面 的 “4+* 展开， 
如 图 17, 由 此 可 知 直线 了 4 与 平面 VC 所 成 
的 角 大 小 为 60°. 


工作 区 Eee < x 
由 -两 条 直线 所 成 的 角 (28 仿 ): 
3- 户 线 和 和 手 面 所 成 的 角 (5 条 ): 
申 - <CB, 平面 DVC> =60* (规则 93) 
由 - <AC, 平面 DVC> =60° (规则 93) 
i 白 - <VB, 平面 DVC> =60° (规则 93) 
| 申 - <VA, 平面 DVC> =60* (规则 93) 
i 由 - <AB, 平面 DVC> =90* (规则 94) 
申 -二 面 角 (5 詹 ): 
办- 点 到 直线 的 距离 (6 如 ); 
7 竖 工 程 | 问题 贷 推理 库 






















图 17 


(19) 单 击 “< V4h, 面 DVC >= 60%” 前 
面 的 “+”, 逐个 展开 各 条 件 前 的 加 号 , 直到 自 
己 满意 为 止 , 将 鼠标 指向 “< V4, 面 DVC >= 
60°”, 然后 单 击 筷 标 右键 , 解答 连同 题目 本 身 一 
起 出 现在 作 图 工作 区 内 , 如 图 18 ( 注 : 图 18 的 
文本 是 通过 编辑 修改 之 后 的 ). 
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上 
如 轿 : DP 是 线段 AB 的 中 点 . 若 : "Ct=1", "BAI=2*(3) 2 
“CCBls2 "ACI=2", "B=2", "VAaAF2" 
求 <VA, 平面 DVC>. 
解 :"VDY=BV?+DB’-2BVY DBcos ZVBD 


-50)20/ yO Tp) 
NDF1"” (显然 ) (0) 


上 
"IPAF(3) ” (显然) 0 
“TWAIm2” 【已 久 ) (2 
tosA DVA= DV VA -AD- 


2*DVYVA 
_ C+ 有 )_1 
DG 2 


ADYA=605 (规则 S54 及 00)、{(1D)、02)) (3) 
DVLAB (显然 ) (4) 

CDLAB ( 旦 然 ) (5) 

AB 上 平面 DVC (规则 89 及 (4)、()) (9) 
<VA, 平面 DYC>=60° (规则 93 及 (3)、(6)) ( 思 


图 18 


此 题 到 此 还 远 没 有 结束 , 推理 库 中 还 有 很 
多 信息 可 以 探究 , 留 给 有 兴趣 的 读者 .智能 推 
理 是 超级 画板 注册 版 的 功能 , 本 文 所 有 氛 作 者 
是 在 超级 画板 《立体 几何 》 注 册 版 下 进行 
的 . 超级 画板 给 一 线 教师 的 备课 和 教学 带 来 极 
大 的 方便 , 尽管 只 给 出 了 作 辅 助 线 的 提示 , 并 
没有 指明 作 哪 条 辅助 线 , 笔者 认为 这 恰 是 该 软 
件 的 优点 之 一 , 给 学 生 留 下 了 思考 的 空间 . 
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(上 接 第 9-41 页 ) 
“LCOD = $4BOO, 


同 理 ZCOE = = LAO0, 


“LDOE = 5ZBOC 十 3LAOC - 


3LA0B. 

“* LAOB = 90°, 

LDO 万 = 45°. 

过 点 品 作 DA 及 LOB, 垂 足 为 丹 ， 

在 REAOBD 中 , 0D = V0B? BD? = 
V4d— zz. 

在 RtAODH 中 , LZDOH = 45?， 

OH = DH = OD .sin 45° = EN 

EEREADEH 中 , HE = VDE:— DH?: = 


V2 

2 
“. OF = OH+HE = Vt 
… SApog = 3OE .DH, 
函数 解析 式 为 y= 4 一 二 2V4 一 2 


定义 域 为 0<z < V3. 
B 
EN 
LN 


数学 教育 的 自信 和 目 沉 
张 英 害 赵 小 平 


2012 年 6 月 11 晶 《文汇报 》 头 版 刊登 记 。 到 基础 "方向 是 一 致 的 , 却 也 没有 认真 地 总 结 
者 杨 逸 琪 的 文章 , 在 回答 中 国学 界 为 何 缺 自己 . 
少 “趋势 学 家 ” 时, 中 欧 国际 工商 学 院 名 誉 院 中 国 数学 教育 也 和 常 受 他 人 趋势 的 连 贺 ， 
长 刘 吉 认为 “这 很 大 程度 上 同 中 国学 者 和 导论 ”一 向 被 当做 “数学 基础 过 剩 "“ 和 学科 中 心 主 
跟着 西方 学 界 的 话语 系统 亦 步 亦 趋 有 关 , 学 术 。 ” 义 ”"、“ 死 记 便 背 ”"、“ 满 堂 灌 ”等 等 饱 受 批判 . 
需要 自信 和 自觉 . 中 国学 者 要 敢于 发 表 自 己 的 。 有 人 讽刺 说 “你 背 九 九 表 , 我 拿 诺 贝尔 ”, 似乎 
独特 看 法 , 中 国 媒体 也 要 乐于 传播 国内 学 者 的 。 上 背 了 九 九 表 , 就 拿 不 到 诺 贝 尔 奖 了 , 亮 诬 之 极 ， 


观点 ， 当 然 , 学 术 界 领导 更 应 该 交 持 中 国学 者 不 过 , 近年 来 中 国 数学 教育 学 科 自 身 正 在 
的 创新 和 媒体 对 创新 的 传播 . 只 有 这 样 , 中 国 走向 独立 . 一 本 《How Chinese Learn Math- 
趋势 学 家 的 声音 才 会 越 来 越 响 ”. ematics (华人 如 何 学 习 数 学 )》 已 经 在 2004 年 


这 段 话 如 果 用 来 评论 中 国教 育 界 , 似乎 也 推出 (江苏 教育 出 版 社 2005 年 发 行 中 文 版 ), 眼 
很 合适 . 中 国教 育 有 自己 的 话语 权 吗 ? 现在 盛 下 它 的 姐妹 篇 《How Chinese Teach Mathe- 
行 的 是 杜威 儿童 中 心 主义 、 建 构 主 义 教 育 、 matics (华人 如 何 教 数学 )》 也 在 蛇 饮 密 辫 地 
后 现代 教育 理论 等 , 中 国 自己 的 话语 不 见 了 ， 编写 之 中 . 今年 7 月 的 国际 数学 教育 大 会 ( 首 
“传道 、 授 业 、 解 惑 ” 的 经 典 名 言 几 乎 已 弃 之 尔 ) 上 会 有 一 个 “华人 数学 教育 论坛 "， 目 的 也 
不 用 .我 们 的 “ 双 基 ”、“ 四 基 ” 是 强调 在 坚实 是 向 国际 .上 介绍 中 国 数 学 教育 . 


基础 之 上 谋求 学 生 的 发 展 , 这 些 和 国外 的 “ 回 话语 权 , 靠 目 己 去 争取 , 等 是 等 不 来 的 . 
(上 接 第 9-14 页 ) 题 的 来 龙 去 脉 , 分 析 问 题 的 解 题 策略 , 思考 问 


同时 , 要 依据 题 型 的 特点 , 适时 、 适 度 地 渗透 题 的 推广 与 引申 . 当 学 生 能 够 用 联系 、 发 展 的 
数学 思想 方法 , 实现 讲评 试卷 的 同时 有 效 复习 眼光 看 问题 时 , 我 们 的 试卷 讲评 才能 真正 发 探 
基本 知识 与 方法 的 目的 . 同时 , 试卷 讲评 过 程 。” 实效 , 学 生 才 能 真正 提高 思维 能 力 , 解 题 教学 
中 要 给 学 生 留 出 充足 的 时 间 , 让 他 们 去 探究 试 ”也 才能 跳出 题 海 . 
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